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L’algebra de la papirofléxia™

Josep Pla i Carrera

Resum Aquest article, seguint I'exemple de la construccié geometrica amb regle i
compas, analitza alld que hom pot fer amb papirofléxia. Ho fa en dos aspectes. Ofereix
una definicié general de construccié geomeétrica amb papirofléxia que, convenientment
concretada, genera tres geometries del pla: la que s’aconsegueix amb un regle i un
transportador de distancies, la que s’obté amb regle i compas, i la que s’obté amb
regle, circumferéncies i coOniques. Després observa que aquesta darrera correspon als
nombres que s’aconseguixen resolent cuibiques i quartiques.

Paraules clau: geometria construible, regle i compas, papirofléxia, algebra de la
papirofléxia.

Classificacié MSC2000: 51-01.

1 Introduccio

Qui entre nosaltres, en algun moment o un altre de la vida, no ha fet un plec
en un full de paper? | qui no n’ha fet dos, de plecs, que, en tallar-se, generin
un punt? Tots, en una ocasi6 o una altra, ho hem fet. Potser, fins i tot, moltes
més vegades que no pas hem determinat un punt del pla tallant una recta i una
circumferéncia.

Ara bé, ens hem preguntat mai, encara que només sigui per analogia, quina
és I'algebra que hi ha sota I'art de la papirofiéxia? En tot cas, n’hi ha alguna? Es
facilment identificable? Es clar que, per poder respondre aquestes preguntes
amb rigor, abans hem d’establir amb precisié, formalment parlant, que és I'art
de la papirofléxia.

L Abuest article correspon a la conferéncia donada per I'autor a la Trobada Matematica de la
SCM del maig de 2002.
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Sabem que la geometria del regle i el compas és forca antiga, almenys tan
antiga com la geometria grega. Es a dir, remunta al segle vi aC. També sabem
gue alguns problemes, coneguts com els problemes classics, com ara la triseccié
de I'angle i la duplicacié del cub® no van poder ser reduits a la geometria plana.2

Sabem també que el primer matematic que va posar les coses al seu lloc
—en un joc genial d’interrelacions entre I'algebra i la geometria— va ser René
Descartes (1596-1650). Va fer que la pregunta

Quina és l'algebra que hi ha sota la geometria plana?

comencés a tenir sentit.

Les seves paraules situen el nucli de la gliestié. Tot just abans d’enunciar els
quatre preceptes del seu métode que, «tot comprenent els avantatges d’aquestes
tres [arts o ciéncies], estigués exempt dels seus defectes»,? diu:

Quant a I'analisi dels antics i a I'algebra dels moderns, a més de no aplicar-se
sind a matéries molt abstractes i que no semblen de cap utilitat, la primera
esta sempre tan lligada a la consideraci6 de les figures que no pot exercitar
I’enteniment sense fatigar la imaginacio, i, en la darrera, s’esta tan lligat a certes
regles i a certes xifres que se n’ha fet un art confds i obscur, que embarassa
I'esperit, en comptes d’una ciéncia que el cultivi. Aixd em va fer pensar que
calia buscar algun altre metode que, tot comprenent els avantatges d’aquestes
tres, estigués exempt dels seus defectes.*

Pel que fa a la geometria, cal posar cada cosa al lloc just perqueé s’aclareixi tot
el que és fosc i cal fer-ho sense fatigar la imaginacio.® Per aix0, a I'inici del
llibre primer de la Géométrie, exposa la metodologia de la geometria —de la
manera nova d’entendre i fer geometria—, és a dir, la manera d’entendre-la en
endavant.

Tots els problemes de geometria es poden reduir amb facilitat a termes en qué,
en endavant, només sigui necessari coneixer la longitud d’algunes linies rectes
per tal de poder-los construir.®

Aleshores s’adona que les construccions geomeétriques —operacions entre
segments rectilinis que generen segments rectilinis nous— admeten un correlat

1 Vegeu, per exemple, [9, 235-270].

2 Un problema geomeétric és pla quan la seva resolucié depén de I'Gs de rectes i circumferéencies.
Vegeu [13, 926].

3 Les tres arts o ciencies son la logica, d’«entre les parts de la filosofia», i I'analisi dels gedmetres
i I'algebra, d’«entre les matematiques», vegeu [3, 96 i 98].

4 Vegeu [3, 97-98].

5 «Després, en adonar-me que, per a coneixer les esmentades proposicions, a vegades em cal-
dria considerar cadascuna d’elles en particular i altres vegades només retenir-ne o comprendre’n
unes quantes conjuntament, vaig pensar que, per a considerar-les millor en particular, les havia
de suposar entre linies, atés que no trobava res de més simple i que pogués presentar més
distintament a la meva imaginacio i als meus sentits; pero que, per a retenir-ne o comprendre’n
unes quantes conjuntament, em calia explicar-les per mitja de xifres, tan curtes com fos possible;
i que, d’aquesta manera, agafava el millor de I'analisi geomeétrica i de I'algebra i corregia tots els
defectes de I’'una per mitja de I'altra.» Vegeu [3, 101-102].

6 Vegeu [4, 13].
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aritmetic —operacions entre els nombres reals que designen les longituds dels
segments implicats en la construccié geometrica. Aixo li permet plantejar-se la
pregunta que suara ens feiem nosaltres, i ho fa al llibre primer, el qual titula Dels
problemes que es poden construir fent Us exclusivament de les circumferéncies
i de les linies rectes. S’adona que, geomeétricament, a la suma, la resta, la
multiplicacio, la divisio i I'extraccié d’arrels quadrades de segments rectilinis
—de les seves longituds— els correspon un segment rectilini —una linia recta—
que és construible, a partir dels segments donats i d’'un segment unitat, amb
I'is exclusiu del regle i el compas.”

En definitiva, René Descartes estableix informalment el que, en termes
actuals, fora el resultat seglent:

Teorema de Descartes Fixada una unitat, la classe E dels nombres reals cons-
truibles amb regle i compas té I'estructura algébrica d’un cos commutatiu i, a
més, és tancada per I'extraccié d’arrels quadrades dels seus elements positius.®

El subcos E [CRldel teorema anterior —que és, de fet, el més petit subcos de
R tancat per arrels quadrades—° rep el nom de cos pla o de cos euclidia de R.1°

Tanmateix, Descartes va més lluny i, un cop ha deixat ben clar el que podem
fer amb regle i compas, diu:

| si els problemes es poden resoldre mitjangant la geometria ordinaria, és a
dir, fent servir solament linies rectes i circumferéncies dibuixades sobre una
superficie plana, quan la darrera equacio hagi estat completament desentrellada,
constara, com a maxim, d’un Unic quadrat desconegut, igual al producte de
la seva arrel per una quantitat coneguda, més o menys alguna altra quantitat
coneguda.lt

Es a dir, els problemes geométrics resolubles amb regle i compas menen final-
ment —i aqui la dificultat rau a comprendre el significat del terme finalment—
a una equaci6 de segon grau, la solucié de la qual proporciona el nombre
construit, entés sempre com la longitud del segment construit geométricament.
Amb aix0 Descartes estableix que el cos E és tancat per equacions de segon
grau en el sentit seguent:

Si aX?2+bX +c =0 ésuna equacio de segon grau, amb a,b,c CE]Ino
tots nuls, i amb A = b2 — 4ac > 0, aleshores les seves arrels a7 i >
també pertanyen a E.

7 Vegeu [4, XXXVIi-XXXVili].

8 Naturalment, per nombre real construible (amb el giny que sigui), entenem la longitud d’un
segment rectilini, construible amb el giny en questio, a partir d’'un segment que considerem
el segment unitat.

9 Tot avangant-nos a lg/secci6 3, recordem que un cos K [RIés tancat per arrels quadrades
quan conté els nombres A, amb A CKIA > 0.

10 Vegeu la definici6 2.12.
11 Vegeu [4, 20].



84 Josep Pla i Carrera

Aixi, E és també el més petit subcos de R que conté totes les arrels reals de les
equacions de segon grau amb coeficients en E.'?

Aquest resultat, pero, fou demostrat dos-cents anys més tard. Calgué espe-
rar fins a I'any 1837 per disposar d’un article breu d’un jove estudiant de I’Ecole
Polytechnique de Paris, Pierre-Laurent Wantzel (1814-1848), on s’enuncia de
manera precisa i es demostra amb rigor I'afirmacié de Descartes.

Suposem que un problema de geometria pot ser resolt per mitja d’interseccions
de linies rectes i de circumferéncies. Si hom uneix els punts obtinguts amb
els centres dels cercles i amb els punts que determinen les rectes, tindra una
concatenacio de triangles rectilinis els elements dels quals podran ser calculats
per trigonometria. Tanmateix, aquestes féormules s6n equacions algeébriques
que nomeés contenen els costats i les linies trigonomeétriques dels angles en
primer i segon grau. Aixi, doncs, la incognita principal del problema s’obtindra
resolent una série d’equacions de segon grau els coeficients de les quals seran
funcions racionals de les dades del problema i de les arrels de les equacions
precedents. A la vista de tot aix0, per saber si la construccié d’'un problema de
geometria es pot fer amb regle i compas, cal mirar si és possible fer dependre
les arrels de I’equaci6 a la qual condueix el problema de les arrels d’un sistema
d’equacions de segon grau formades tal com he indicat.13

De fet, Wantzel s’adona que, cada cop que construim un nombre nou, usant
el compas, fem una extensié quadratica del cos anterior. Aixo permet establir,
com deiem, que E és el més petit subcos de R tancat per arrels quadrades dels
elements positius. Wantzel va més lluny i estableix el famods teorema segiient:

Teorema de Wantzel Tot nombre construible amb regle i compas ha de ser la
solucié d’un polinomi irreductible sobre Q el grau del qual és una poténcia de 2,
sent els seus coeficients les dades del problema.*

Val la pena indicar que el reciproc és fals.®> Sabem que les equacions
cubiques i quartiques son resolubles tallant una circumferéncia i una parabola.
Descartes és ben clar en el paragraf «Manera general de construir tots els
problemes solids reduits a una equacio de tres o quatre dimensions»:

Quan un esta segur que el problema és solid, tant si I'’equacié és un quadrat-
quadrat com si és un cub, sempre és possible trobar-ne I'arrel per mitja d’'una
de les tres seccions coniques, o fins i tot per una de les seves parts, per petita
que sigui. La resta seran solament linies rectes i circumferéncies. M’acontentaré
a donar una regla general per trobar-les totes mitjangant una parabola perquée
és, d’alguna manera, la més simple.®

Per tant les seves arrels, en principi, no sén euclidianes.

12 A la secci6 3, veurem I’equivaléncia de les tres presentacions alternatives informals del cos E
d’aquesta introducci6.

13 [22, 366]

14 [22, 367-368]

15 Vegeu la nota 3.

16 [4, 125].
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Descartes va encara una mica més lluny quan estableix el resultat segient:

Les arrels de les cubiques i les quartiques s’aconsegueixen amb dues
operacions geométriques diferents: la duplicacié del cub i la triseccié de
I'angle.

Aguest resultat ja havia estat intuit per Rafael Bombelli (1526-1573)17 i demos-
trat, amb tota mena de rigor, per I'illustre matematic francés Francois Viete
(1540-1603).18 Descartes I'aclareix i el sintetitza amb les paraules segiients:

Tots els problemes solids es poden reduir a aquestes dues construccions. Seria
ben superflu que m’entretingués a donar uns altres exemples, perque tots els
problemes solids es poden reduir de manera que no calgui cap altra regla per
construir-los que la que serveix per trobar dues mitjanes proporcionals, o bé
dividir un angle en tres parts iguals. | aixo ho coneixereu si considereu que les
dificultats del problema poden ser recollides en equacions que no passen del
quadrat-quadrat, o del cub.®

Suposem, doncs, que, a més del regle i el compas, disposéssim d’'un giny —com
ara el mesolabum— que permetés trobar dues mitjanes proporcionals i, de
retruc, doblar el cub.?® Amb aquest giny podriem extreure arrels cubiques
i, per tant, resoldre les equacions de tercer grau amb discriminant positiu.
Aleshores, per analogia, podriem considerar D el més petit subcos de R tancat
per extracci6 d’arrels cibiques. En canvi, si disposéssim d’un giny que permetés
trisecar angles —per exemple, el tomahawk—, tindriem T, el més petit subcos
de R, tancat per triseccid d’angles. Amb aquest giny podriem resoldre les
equacions de tercer grau amb discriminant negatiu. Sén les cibiques conegudes
%Vlb el nom de cubiques irreductibles.? Els cossos D i T sén diferents, atés que
2 [Ti cos 20 [D.?? Finalment podem considerar el més petit subcos V del
cos R tancat alhora per aquestes dues operacions geomeétriques.?® Obviament,
V és el més petit subcos de R que conté els cossos D i T.
Bé, doncs, la qliestié que es planteja ara és la seglent:

Si introduim definicions adequades de papirofléxia, podrem aconseguir
construir els nombres reals dels cossos E i V?

17 [1, 639-641]. Vegeu [15, ii, 31-32].

18 [20, capitol vi, teorema 3, 90-91] i [21, 248-251]. Vegeu [10, 122-123].

19 [4, 133].

20 Per doblar el quadrat, cal determinar una mitjana proporcional MN entre dos segments AB
i AC = 2AB —és a dir, % = %—, quelcom que resol el teorema de I'algada d’un triangle
rectangle.

Hipocrates de Quios ( [480 aC) observa, per generalitzacié del cas anterior, que el problema de
doblar el cub era reduible a cercar dues mitjanes proporcionals MN i PQ entre dos segments AB i
AC = 2AB. Es a dir, a determinar MN i PQ de manera que % = % = %. Vegeu [9, 200-201].
21 Vegeu [17, ii, 461 i 464].

22 Ho podem veure consultant [12, 142].
23 Tenim la cadena seglent:
V]

[
QI:EI:T
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Veurem que la resposta és afirmativa. Aquest és, de fet, I’objectiu del treball
que presentem. Abans, pero, per qlestions de claredat expositiva donarem
uns prerequisits i, després, farem un repas breu de la construccié amb regle
i compas i de I'algebra subjacent. Veurem també que hi ha una papirofléxia
que permet construir els punts del cos P, el més petit. gubcos de R tancat pel
teorema de Pitagores.?* Es a dir, si a,b [P)aleshores a2 + b2 [PFP®

2 Prerequisits

Donat un subcds K [CR,?® parlarem d’una recta, una circumferéncia, una
parabola, etc., del cos K, quan els seus coeficients siguin elements del cos K.
Aixi, doncs,

2.1 Definicid Siguin a,b,c,d,e, f Kl Aleshores, fixada una referéncia carte-
siana,

— el punt P de coordenades [@, b s un punt del cos K;
— la recta [Cd’'equacio aX +bY +c = 0 és una recta del cos K;

— la circumferéncia O d’equacié X2 + Y2 + 2bX + 2cY +d = 0 és una
circumferéncia del cos K;

— la parabola P d’equacié aX? + bY2 + 2cXY + 2dX + 2eY + £ = 0, amb
c? —ab = 0, és una parabola del cos K.?’

2.2 Definicid Una extensio pitagorica o metrica d’'un cos K és un cos de la
forma
o4 [ v 1
K N = ki+ky M:ky, ke CKI, onMN=a?+b? amba,b [KI

Una extensio euclidiana, plana o quadratica d’'un cos K és un cos de la forma

N Y 1 1
K A = Kki+ky A:ky,k, LK1, on A CKIiA>0.

Una extensio6 vietana o solida d’un cos K és el més petit cos que conté K i les
arrels reals d’'una quartica aX* + bX3+cX2+dX+e=0,amba,b,c,d, e [Kl

2.3 Definicio Un cos K és un cos pitagoric si, i nogeés si, és tancat pel teorema
de Pitagores. Es a dir, per a cada parellaa,b [Kl a2 +b2 [KI

2.4 Definicidé Un cos K és un cos euclidia si‘/i nomeés si, és tancat per arrels

quadrades. Es a dir, peracada A CKIA>0, A [KI

24 Es la papirofléxia del text [2, 156-163].

25 Com veurem més endavant a la definicié 3.16, hi ha una funcié del compas —portar seg-
ments— que és més feble que fer circumferéncies.

26 Si no fem cap especificacié concreta, tots els cossos que considerarem seran subcossos de R.
27 En endavant suposarem sobreentés que hem fixat una referencia i, simplement, escriurem:
P:=@bLIFaX+bY+c=00:=X2+Y2+2bX+2cY +d=0,iP :=axX?+bY2+2cXY +
2dX +2eY +f =0.
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2.5 Proposicié Un cos K és euclidia si, i només si, conté les arrels reals de les
equacions quadratiques aX?+bX +c¢ =0,amb a,b,c [K]i A = b?—4ac > 0;
i si, i només si, és tancat per extensions quadratiques. —1

2.6 Definicid® Un cos K és un cos vieta si, i només si, conté les arrels reals de
les equacions quartiques aX* + bX2 +cX?+dX +e=0, amb a,b,c,d,e Kl

2.7 Proposicié Un cos K és vieta si, i només si, és quadratic28 i conté les arrels
reals de les equacions cubiques axX3+bX2+cX+d=0,amba,b,c,d [K]i si,
i nomeés si, és tancat per extensions solides. —1

2.8 Definicid Sigui K un subcos de R.
K})és tancat per arrels cubiques si, i només si, per a cada a [K], tenim
ue *a

q K1
K és tancat per triseccio si, i només si, per a cada cos6 [KI tenim que
COS% LK1

2.9 Proposicid Un cos K és vieta si, i només si, és quadratic i tancat per extrac-
ci6é d’arrels cubiques i triseccio d’angles. 1

2.10 Proposicié L'extensié pitagorica (respectivament euclidiana, vietana) d’'un
cos pitagoric (resp. euclidia, vieta) és també pitagorica (resp. euclidiana, vieta-
na). —1

2.11 Proposicio La intersecci6 de cossos vietans, euclidians, pitagorics és, res-
pectivament, un cos vieta, euclidia, pitagoric.
Tot cos vieta és euclidia, i tot cos euclidia és pitagoric. —1

2.12 Definicid El més petit cos pitagoric, euclidia i vieta —és a dir, la interseccié
de tots els cossos pitagorics, euclidians, vietans—, el designarem, respectivament,
P,EiV.

Obviament, P CE1LC V1

2.13 Proposicio Siguin P, Q, i [ tespectivament, dos punts i una recta de K.

La recta PQ, que passa per P i Q, és una recta de K.

La circumferéncia Q(QP), que passa per P i té com a centre el punt Q, és
una circumferéncia de K.

La parabola P (Q, Dlque té com a focus el punt Q i com a directriu la recta [
és una parabola de K.

Demostracio Es un exercici elemental de calcul. 1

2.14 Proposicid Siguin [ 1> Hues rectes concurrents de K. Aleshores les coor-
denades del punt d’interseccié pertanyen a K.

28 Observem que, si és tancat per arreljﬂqué}tiques, és tancat per extracci6 d’arrels quadrades,
atés que, si a [KJaleshoresa? [Kli “a2= a.
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Siguin 110, respectivament, una recta i una circumferencia de K que es
tallin. Aleshores les coordenades dels punts de tall pertanyen a una extensio
euclidiana de K.

Siguin O3 i Oz dues circumferéncies de K que es tallin. Aleshores les coorde-
nades dels punts de tall pertanyen a una extensié euclidiana de K.

Siguin [P, respectivament, una recta i una parabola de K que es tallin.
Aleshores les coordenades dels punts de tall pertanyen a una extensio euclidiana
de K.

Siguin O i P, respectivament, una circumferéncia i una parabola de K que
es tallin. Aleshores les coordenades dels punts de tall pertanyen a una extensio
vietana de K.

Demostracid Son proposicions immediates. La primera ve del fet que, per
resoldre un sistema d’equacions lineals, només cal fer servir les operacions
del cos. La segona és conseqiieéncia del fet que, en resoldre el sistema, s’obté
una equaci6 de segon grau. La tercera és conseqiéncia de I'observacio segient:
els punts de tall de dues circumferéncies que es tallen sén els mateixos que els
punts de tall d’una de les circumferéncies i de la recta que s’obté restant les
equacions de les dues circumferencies. La seglient es deu al fet que, en resoldre
el sistema, s’obté una equacio de segon grau. La darrera és consequéncia del
fet que I'’equaci6 resultant és una quartica. De fet, és suficient que K sigui
quadratic i tancat per arrels reals d’equacions cubiques amb coeficients en K. ]

2.15 Corollari Un cos euclidia K conté les coordenades dels punts de tall de
dues rectes, d’'una recta i una circumferéncia, d’'una recta i una parabola, i
de dues circumferéncies, totes de K i secants.

Un cos vieta K conté les coordenades dels punts de tall d’una circumferéncia
i d’'una parabola, ambdues de K i secants. —1

2.16 Proposicio Siguin ;1= a;X +bY +¢c1 =0i = aX +byY +c, =0
dues rectes concurrents. Les dues bisectrius [ aX +bY +c¢c = 0i [Ei=
a™ + b +cH= 0 dels angles que formen les rectes [ [250n, respectivament:

(cos 01 —cos02)X + (sinB1 —sinB)Y —(y1—vy2) = 0O,
(cos 01 +cosB02)X + (sinB1 +sinBr)Y —(y1+y2) = 0O,
_ i H — i — —Ci -
on cos 0; = % sin©; = ol Vi = J%,ZL:b,Z i=1,2
Demostracié Transformem les equacions en la forma Y = m;X + n;j,

i = 1,2.29 Suposem que la bisectriu té I'equacié Y = mX + n. Aleshores

m—m _ m-—mg
1+mom 1+mm;

29 Els casos en els quals una de les rectes o la bisectriu és parallela a la recta X = 0 no
comporten cap dificultat. Considerem les rectes perpendiculars, i fet.
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Per tant, el pendent m satisfa I’equaci6 de segon grau:
(M1 +mz)m? +2(1 — mimz)m — (My + my) = 0.

D’aqui resulta que
1
2 2 2112
1+ mi+ms5+mims;.

_l—m1m2+ 1

m = +
mi + my mj + my

Si [d, B amb a = N2=ML 3 = MiN2=M2Mi &g o] vértex de I’angle que formen

mi—my mi—mz
les rectes [ [x]aleshores n = 3 —ma.
La resta és un simple calcul trigonométric.3° 1

2.17 Corollari En les condicions del teorema anterior, si a;, bj,ci CKli=1,2,
els coeficients a, b, c de les bisectrius de I'angle que formen ambdues rectes
pertanyen a una extensio pitagorica de K.

En conseqiiéncia, si K és un cos pitagoric, les bisectrius s6n rectes de K. [

2.18 Corollari Si [ aX +bY +¢ = 0, [B= a™X + b™Y + ¢M= 0 son, res-
pectivament, les bisectrius de les rectes concurrents [1,][5]i (510 e K, i K és
un cos pitagoric, aleshores les coordenades del punt de tall de Ci[Hisi existeix,
pertanyen a K. L1

2.19 Proposicio Siguin [k aX + bY +c¢ = 0 una recta d'un cos K, P :=
Xb, Yo [in punt de K de ja#ecta [LQ; := [dy, B1L Q> := [, 32 Cdos punts
de K, id =d(Q1,Q2) = (01— 02)?+ (B1—B2)? Els punts Py := Xy, y1 0
Py = Xb,y2 Eigja recta [(—Hhls que d = d(P,P1) = d(P,P2) pertanyen al cos
Ky, on Ko = K az+b?2 i K1 = K(d)

En conseqiiéncia, si K és un cos pitagoric, els punts P1 i P, sén, ambdds, punts
de K.

Demostracié D’unabanda, d? = (a; —az)? + (B1 — B2)?. Per tant, d pertany a
I'extensid pitagorica K; = K(d). Sigui ara P =+ X, y CI T¥al que d(P,P D= d.
Aleshores, restant ax + by + ¢ = 0 i axg + byp +¢ =0, s'obté a(x — Xp) +
b(y — Vo) = Q-Per tgat, y —yo = —5 (X — Xo). Perd (x —x0)? + (¥ —yo)* = d*.
D’aci ve que 1+ ‘;‘—z (X — X0)? = d?. Finalment,

b a
= +1V: = —A/: .
X1 =Xo+ Nl d, Y1=Yo~ Ve d;
b a
=X Yo Y2 =Yor Vo g &

M [
En resulta, doncs, que Xi,yi [Kb,i =1,2,0on K, =K; aZ?2+b?2 . K, ésuna
extensio pitagorica de Ky, i K3 ho és de K.
La segona part és immediata. —1

30 Recordem que m; = tan 6; = —%:,i =1,2,im=tan®=—3.
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Aquestes darreres propgsigions suggereixen quelcom que cal remarcar. Les
extensions pitagoriques K a2+ b2 estan, d’alguna manera, lligades a la
capacitat de fer bisectrius d’angles els costats dels quals s6n de K, i alhora
amb la capacitat del compas de transportar segments donats.3!

Abans de centrar-nos en els plecs, vegem com els canvis d’eixos afecten
les descripcions dels punts, les rectes, les circumferéncies i les paraboles d’'un
subcos K dels nombres reals. Concretant,

2.20 Proposicid Sigui K un cos. Suposem que fem una translacié d’eixos a
un punt OFCKI1 Aleshores, tot punt, recta, circumferéncia i parabola de K es
transforma, respectivament, en el nou sistema de coordenades, en un punt, una
recta, una circumferéencia, una parabola de K.

Demostracioé Suposem que el punt O™:= Xy, yo [ Expressat en el sistema
original. Aleshores el canvi de coordenades és donat, com és ben sabut, per
X=X — %, Y=Y — yp. La resta és immediata. 1

2.21 Proposici6 Sigui K un cos pitagoric. Suposem que fem un gir d’eixos
de manera que els nous eixos siguin rectes de K. Aleshores, tot punt, recta,
circumferéncia i parabola de K es transforma, respectivament, en el nou sistema
de coordenades, en un punt, una recta, una circumferéncia, una parabola de K.

Demostracio Suposem que I’eix d’abscisses nou U™, expressat en el sistema

original, té I'equacié aX + bY = 0. Aleshores, I'eix d’ordenades nou VYV,
expressat en el sistema de coordenades original, té I’'equacié bX —aY =0, i el
canvi de coordenades és donat, com és ben sabut, per

ucosa-—vsina,

X
Yy =usina+vcosq,

on tana = —3. Per tant, cos o = %,sina = ¥ Ara atés que a,b [KI
i que K és un cos pitagoric, resulta que sina, cosa [Kl La resta és un calcul
senzill. —1

3 Elregleiel compas

Es ben conegut que, amb I'Gs exclusiu del regle i el compas, els Gnics nombres
reals construibles sén els del cos euclidia E. Aix0 no obstant, per una questio
d’elegancia i de coheréncia interna del treball, en farem una presentacié rapida
i resumida.3?

31 Es el caracter métric del compas.
32 El lector interessat en una presentacié més acurada i detalllada pot consultar [8, 9-22],
[2, 13-30] o [12].
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3.1 Definicid Enel pla &ZI un punt q_gésgun punt construible amb regle i compas
a partir de la base B = [@Q]0LTII0[J°° o simplement un punt construible amb
regle i compas, si, i només si, existeix una successioé finita de punts

Q1,Q2,...,Qn-1,Qn,
que compleixen:
i) El punt Qn, és el punt Q.
ii) Per acada index i,1 < i < n, tenim una de les situacions seguents:

a) Qj és un punt de la base B,
b
c
d

Qi és la interseccio de dues Bj—1-rectes,

Qi és la interseccié de dues Bj—;-circumferencies,

)
)
)
) Qi és la intersecci6 d’'una Bj—;-recta i d’'una Bj—;-circumferéncia,

on una Bj—_;-recta és una recta del pla R? que passa per dos punts del
conjunt Bj_1, i una Bj_1-circumferéncia és una circumferéncia del pla R?
que passa per un punt del conjunt Bij—; i té com a centre un altre punt
del conjunt Bj_1, sent Bj—1 = {Q1,...,Qi-1}.

3.2 Definicié Una recta [C8s una recta construible amb regle i compas si, i
només si, passa per dos punts diferents del pla R?, construibles amb regle
i compas.

Una circumferéncia O és una circumferéncia construible amb regle i compas
si, i només si, té com a centre un punt del pla R? i passa per un altre punt del
pla R?, ambdos construibles amb regle i compas.

Un nombre real a [CRlés construible amb regle i compas si, i només si, el
punt P, := [@, 0[ds un punt construible amb regle i compas.3*

De la definicié anterior resulta de manera evident que qualsevol recta i
circumferéncia construible amb regle i compas passa, almenys, per dos punts
diferents, ambdoés construibles amb regle i compas.

D’ara endavant, el quadrat unitat Q = {O,1,J,K}, on O := [DJ,OI:] = [0L]

= [0 100K := [ 1kl designarem Q. Els punts de I'eix [xI= Ol —ésa dir,
els punts de la forma [@, O[=, els indicarem Py, i els punts de I'eix /1= 0J
—=eés a dir, els punts de la forma [@] b[=, els indicarem Qy,.

L’objectiu, com déiem, és veure que E és el cos dels nombres reals construi-
bles amb I’Gs exclusiu del regle i el compas.

33 La base B pot tenir uns altres punts, pero aixo no afegeix res nou a I’analisi que estem fent i,
per aquesta rag, ens limitarem a la base esmentada.

34 Voldria fer notar, malgrat que tothom ho vegi clar, que no tots els punts d’una recta (o d’'una
circumferéncia) construible amb regle i compas sén construibles amb regle i compas, ni de bon
tros. Pensem, per exemple, en la recta Y = X. Conté el punt (11, T [ hue no és construible amb
regle i compas (a partir de la base B).
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3.3 Lema El punt d’intersecci6 de dues rectes concurrents construibles amb regle
i compas és construible amb regle i compas.

Els punts d’interseccié d’una recta i d’'una circumferéncia concurrents cons-
truibles amb regle i compas sén construibles amb regle i compas.

Els punts d’intersecci6 de dues circumferéncies concurrents construibles amb
regle i compas son construibles amb regle i compas.

Demostracié Suposem que Q és el punt d’intersecci6 de dues rectes —o de
dues circumferéncies, o d’una recta i d’'una circumferéncia— construibles amb
regle i compas. Aleshores existeixen quatre punts P1, P2, Ry i Ry, construibles

amb regle i compas, i P1I32, RTRZ son les dues rectes, construibles amb regle i
compas, que es tallen en el punt Q —o bé P;(P1P2), R1(R1R2) les dues circum-

ferencies construibles amb regle i compas que es tallen en el punt Q; o bé P1P;
la recta i R1(R1R2) la circumferéncia, construibles amb regle i compas, que es
tallen en el punt Q. En tots els casos, disposem de quatre successions finites
de punts,

Pi1,...,Piny; P21,...,P2n,; Raz,...,Rind  Roi,...,Ronp

que satisfan les condicions de la definicié 3.2, amb Pin, = P1, P2n, = P2,
Rin{'= R1, i Ronf= R2. Ara considerem la successi6 conjunta

Pi1,...,P1n;, P21, .., P2ny, R11, ... RinH Ra1, -+, Ronp Q.

Obviament compleix totes les condicions de la definicié 3.2, i aixd acaba la
demostracio. 1

3.4 Proposicid Si Qi [sbn, respectivament, un punt i una recta construibles
amb regle i compas, la perpendicular a [Cque passa per Q també ho és, de
construible amb regle i compas.

Demostracié Tal com indica la figura 1, cal distingir dos casos: i) Q [I1il
i) Q 111

i) Si Q [CLIamb centre en Q, tirem la circumferéncia que passa per P1, on
P, és un altre dels punts construibles amb regle i compas de [Tallara la recta
[Cen els punts, diametralment oposats, P; i P>. Ara, amb centre en cadascun
d’aquests i radi P1P,, fem dos arcs de circumferéncia que es tallaran en el

punt P. La recta PQ és la perpendicular buscada.

ii) Si Q [II"amb centre en el punt Q i un radi fet amb un segment que
tingui un extrem en Q i I'altre en un punt de la recta [cbnstruible amb regle i
compas, tirem un arc de circumferéncia. Tallara [én dos punts Q; i Q2. Ara,

amb centre en Q;,1 =1, 2, i radi Q1Q2, determinem el punt P. La recta P?Q és
la perpendicular buscada. —1
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NE1 &/ ‘
b Q B —/

a) b)
Figura 1

3.5 Corollari Siguin Q i [fespectivament, un punt i una recta construibles
amb regle i compas, amb Q [IIs possible construir, amb regle i compas, la
parallela a [Cque passa per Q.

Demostracio Cal fer la perpendicular [Ba [Cdue passa per Q i després la
perpendicular [(fia [(Hhue passa per Q. Obviament Q CLCHi (11 1

3.6 Corollari Un puntP := [@, b[@&s construible amb regle i compas si, i només
si, ho son els nombres reals a i b. Es a dir, si, i només si, ho sén els punts P, Pp,.

Per tant, el punt K := [T} 1[ds construible amb regle i compas i, de retruc, el
quadrilater unitat Q també.

Demostracio Es una consequiéncia senzilla i immediata de la proposicio ante-
rior. Vegeu la figura 2.
Podem tirar I'eix L] determinar els punts J i K i construir les diagonals

OK i 1J. El quadrat Q i les seves dues diagonals son, doncs, construibles amb
regle i compas.

També podem tirar les perpendiculars del punt P als eixos Li (i reci-
procament dels punts P i Py als eixos que, en tallar-se, determinen el punt P) i

la parallela a la recta 1 que passa pel punt Qp. —1

3.7 Proposicid Els punts construibles amb regle i compas formen un cos eucli-
dia.

Demostracid Les operacions aritmétiques elementals de sumar, restar, multi-
plicar i dividir nombres reals construibles amb regle i compas sén, al seu torn,
construibles amb regle i compas.3®

L’extraccio d’arrels quadrades de nombres reals positius, construibles amb
regle i compas, també és construible amb regle i compas. Es un exercici senzill
de geometria.

35 De fet, solament cal el regle. Vegeu la secci6 4.
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Qb P:=[@, b1

Y

O :=1[0 I =00 Py Pa

Figura 2

C ={0,—¢)
Figura 3

. . . V_
Tanmateix, la figura 3 mostra I'extraccio de I'arrel quadrada ¢ d’un nombre
c>0.36 1

Anomenem E ™€l cos euclidia dels nombres reals construibles amb regle i
compas. Aleshores,

3.8 Corollari El cos euclidia E és inclos en el cos euclidia dels nombres reals
construibles amb regle i compas E~

36 Vegeu [4, 14]. Per a I'extracci6 d’arrels quadrades, el compas és essencial.

La complexitat de la nostra figura —hauria estat suficient, com fa Descartes, determinar la
mitjana prop(\)/cmnal de c i 1— ve del fet que hem volgut representar la dada inicial c i el
resultat\plnal c a l'eix de les ics. Es a dir, partim del punt P := [€] 0L determinem el punt
PVg := [Ic, 0]
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Demostracié D’acord amb la definici6 2.12, el cos euclidia E —el més petit
dels cossos euclidians de R— és donat per

1
E= K,
K [E]
on E és la classe dels subcossos euclidians de R i, per tant, E~1FE1 —1

Hem de veure que tot punt construible amb regle i compas pertany al cos
euclidia E.

3.9 Definicié Una extensio euclidiana (quadratica) iterada

[ I Ay I 1 [
Kn=K A1, No,..., Ap-1

d’un cos K és el terme final de la cadena d’extensions euclidianes [quadratiques]
Ko=K K] [K} [-1- [Kh—1 K},
1l .
oncada Kj =Kj-1 A ,Ai [(K]-1,Ai>0,i=1,...,n.

3.10 Proposicid Les coordenades d’'un punt construible amb regle i compas
pertanyen a una extensio euclidiana iterada de Q.

Demostracié Com hem vist en els prerequisits, cada cop que fem I'operaci6
de tallar dues rectes, una recta i una circumferéncia, o dues circumferéncies,
ens colloquem en un cos que, com a maxim, és una extensio euclidiana de
I'anterior. Per tant, tot nombre real construit amb regle i compas, atés que
nomeés necessita un nombre finit d’operacions geomeétriques, es troba en una
extensio euclidiana iterada de Q. —1

3.11 Corollari Tot nombre real o [CEI=Pertany a una extensio euclidiana
iterada del cos Q dels nombres racionals.

Demostracio Es immediata. 1

3.12 Teorema El cos E coincideix amb el cos E —dels nombres construibles amb
regle i compas.

Demostracié Només hem de veure que el cos E és igual a la reunié de totes
les extensions euclidianes iterades de Q, la qual cosa és trivial perqué Q [El
i E és tancat per arrels quadrades. —1

3.13 Corollari El cos E és el més petit subcos del cos R dels nombres reals que
és tancat per arrels reals d’equacions de segon grau amb coeficients en E.

Demostracio Es trivial. 1
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M [
3.14 Proposicid Tota extensi6 euclidiana de K, K A, és un espai vectorial

sobre K de dimensi6 2.
Tota extensi6 euclidiana iterada de K, K5'és un K-espai vectorial sobre K la
dimensio6 del qual és una poténcia de 2.

Demostracié N’hi ha prou veient que:

(v . ™M
a) 1, A ésunabasede K A sobreK.

b) Per inducci6 sobre el nombre n de passos en la cadena d’extensions qua-
dratiques que calen per passar de K a KE Per a n = 0, la dimensi6 és
1=29

] ] ,
Si B1,...,Bn; s ambryy = 2Mi és unp-bpse de Kirsefprg K, aleshores, d’acord
amb la definici6 3.9, B1,...,Bn;.B1 Ai.....Bn; Ai és trivialment una base
de Kjs+1 sobre K. Per tant, Njy; = 2 x 2Mi = 2mi+1,

Aix0 acaba la demostracio.3” 1

3.15 Teorema (teorema de Wantzel) Tot nombre o, construible amb regle i
compas, és arrel d’'un polinomi (irreductible) amb coeficients en Q, el grau del
qual és una poténcia de 2.

Demostracié Suposem que a [K] on K és una extensioén iterada quadratica
de Q. Aleshores Q [KI(a) [Kl(vegeu el teorema C.6 de I'apéndix C). Per tant,

(| [ | Ol [
K:Q = K:K(a) x K(a):Q =2,

1 (| ) o
D'onenresultaque K(a: Q =2",ambr = m, és una poténcia de 2. —1

Tanmateix, hi ha arrels reals d’equacions irreductibles sobre Q de grau 2k,
per a un cert k [CN] que no sén construibles amb regle i compas, com mostra
I'exemple segiient:®® considerem el polinomi P(X) = X% — X — 1.

i) Suposem que, segons el métode de Descartes de resolucio de quartiques,3®
X4=X—-1=X?+aX+b)(X?—aX +bY, amb a,b,b”[RI

Aleshores tenim

1 1
Ed+b~Ya? = o B b+b = a?

ab™ab = -1 a1 (bLb)y = -1
= bbY = -1 = bb™ = -1.

37 Vegeu també I'apéndix C.
38 Aquest exemple I’'he manllevat de [2, 39-42].
39 [4, 118-119].
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D’aqui ve que b i bPsiguin les arrels de I'equacié Y2 —a?Y —1 =0, i
podem suposar que a = 0. Per tant, b™< b. D’on resulta que

1 v
% _ a’?+ a*+4
- 2 L1
v i b-b=- a*+4.
%D _ a’- a*+4
2

Esadir,a a%+4=1. Arabé, el polinomi X2+ aX + b té el discriminant

—1 1
N =a’?—4b=a’-2@%*+ a*+4)=—-a’-2 a*+4<0.

Per tant, les arrels de I’equacié X2 +aX +b = 0 s6n complexes conjugades.
En canvi, el polinomi X2 — aX + b™¢ el discriminant

1 1
N, =a’—4b"=a?—-2(@%°—- a*+4)=2 a*+4—a’>>0.

Per tant, I'equacié X2 —aX + b™= 0 té dues arrels reals c1 i c».

Atés que a?(a* + 4) = 1, resulta que a2 > 0 és una arrel real del polinomi
Z2%+4Z — 1, que és irreductible sobre Q[Z]. Aleshores, pel teorema de
Wantzel, a? no és construible amb regle i compas, De retruc, a tampoc.
Ara bé, c;+co, = a. Una almenys de les arrels reals c; i c2 no és construible
amb regle i compas. Aixi el polinomi

P(X)=X*=X-1

té almenys una arrel real que no és construible amb regle i compas.

i) P(X) és irreductible sobre Q[X]. Obviament, per i), a Q. Per tant, la
descomposicio

P(X) = (X?+aX +b)(X? —aX +bY

no és una descomposicié sobre Q[X], pero el polinomi X2 +aX +b no té
arrels reals i, per tant, no és possible fer cap altra descomposicio a R[X].
En resulta, doncs, la irreductibilitat de P (X) en Q[X].4° 1

Hi ha una funcié parcial del compas que consisteix a portar segments.

3.16 Definicid L’operacié portar segments és la segient. Donada una recta []
un punt P [Tdldos punts Q1, Q2, podem determinar dos punts P1, P> de [Cdls
segments P1P i PP, dels quals tinguin la mateixa longitud que el segment

Q1Q.4

40 Hom pot preguntar-se: no és possible que X* — X —1 = (X —a)(X3 + bX2 +cX + d)? Es un
exercici demostrar que, per determinar a, cal resoldre precisament I'equacié inicial a*—a— 1=0.
41 Aquesta operacio la trobem ja a [5, proposicio 2]. Vegeu [19, i, 704].
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Com hem vist a la proposici6 2.19, aquesta operacio és més feble que I'ope-
racio usual del compas —que consisteix a generar punts tot tallant rectes i
circumferéncies amb circumferéncies. De fet, per tancar un cos de nombres
reals amb l'operacié de portar distancies només calen les extensions pita-
goriques.*?

4 Els plecs simples

Ara preparem el terreny per introduir els plecs simples que, més endavant,
donaran lloc als plecs genérics:

4.1 Definicié Donada una recta [ Ia reflexio plel pla, relativa a la recta []
(figura 4), és I'aplicacio de R? en R? que transforma cada punt Q de R? d’acord
amb I'expressio

1
Q. quanQ LLU

— L
PR =Q QY quan Q [IIiICEék la mediatriu del segment QQT

La imatge del punt Q produida per la reflexid, relativa a la recta [ 1a designarem
p{R), 0 QESi (ks una altra recta, aleshores

pm%z @%‘@):Q Df

QU= X5y

Q =Xyl

Figura 4

4.2 Lema Q£ P si, i noméssi, P+ Q.
Demostracio Es una consequiéncia immediata de la definicio. —1

4.3 Proposicio En el pla cartesia, la imatge del punt Q := [X, y [pgr{a refjexio
prelativa a la recta Cdlequacié aX +bY +c =0, ésel punt Q= x5y ™ on
Ol = - 2a(ax +by +c¢)

a? + b2 ’

42 Podriem refer tota aquesta seccio i veure que, amb aquesta operacio, el cos de nombres reals
que s’obté és P. El lector interessat pot consultar, per exemple, [2, 156-163] o bé [12, 83-96] .

X
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2b(ax + by +c)
(I -
y - y a2 + b2 .

Demostracid Distingim els dos casos possibles: i) Q [CLIi) Q 111

i) Si Q [Llaleshores ax +by +c¢ =0. Per tant, x" = x,y" 2 vy,i Q™= Q.
ii) Si Q [IJaleshores &k la mediatriu del segment QQ™

—_— = I
a) El punt mitja M (figura 4) del segment QQ ¥ coordenades I;LTXD Y
b) La recta QQ™té pendent m = ;’E;’
__ xHx a _ xHx
c) El pendent de la recta [ m—= —yay Per tant, § = vy

x+xt o yey S
d) El punt M pertany a [ Per tant, a=5— +b>>— +c =0.

e) Finalment, de c) i d) tenim

bx™L ay"+bx — ay,

ax =+ by "+t —2c —ax —by.

Resolent aquest sistema, obtenim les expressions que cercavem:

[y — 2a(ax + by +c¢)
a? + b2 ’

Cl _ 2b(ax + by +c¢)
a?+b?

X

1%

Aix0 acaba la demostracié.

[ [

4.4 Corollari Si [ unarecta de K i x,y [K] aleshores x5 Kl

Ara ja podem introduir els plecs simples.

4.5 Definicié Donats un punt Q i una recta [ in plec simple p(Q, DEs una
recta [Bue genera una reflexié progque transporta el punt Q damunt de
la recta []

Si els coeficients de I'equacio que defineix p(Q, Dk6n de K, on Q i [sbn de K,
aleshores p(Q, D&s un plec de K.

En general, quan no hi hagi perill de confusié, per indicar un plec escriurem
simplement p. A més, solament usarem la notacid p quan es tracti d’'un plec
rellevant. Altrament el considerarem una recta i I'indicarem simplement []
Finalment, en les figures, els plecs rellevants els indicarem amb linies de
puntets.

4.6 Corollari Sitallem dos plecs simples p1, p2 de K concurrents, les coorde-
nades del punt de tall pertanyen a K. 1
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Fem una analisi de la naturalesa dels plecs simples que porten un punt Q
damunt d’una recta [

4.7 Proposicid Siguin Q un punt, [dna recta, i p = p(Q, Dun plec simple que
porti el punt Q damunt de la recta [_Aleshores tenim les possibilitats seguents:

i) Si Q CLIaleshores QP = Q si, i només si, Q [pl
ii) Si Q [IIaleshores QP & Q si, i només si, p és la mediatriu del segment
QQP; si, i només si, p [Igero no conté Q.

iii) Si Q [IIaleshores QP [LHKI, i només si, p és tangent a la parabola de focus
Q i directriu [

&

Figuras

Demostracio i) Es evident que qualsevol recta que passi per Q és un plec.
Reciprocament, tot plec ha de passar per Q (figura 5a).

ii) Si Q [CIJwna recta [Z&s un plec p que porta Q damunt de la recta []
si, i només si, és la mediatriu del segment QQ™! Per tant, tota perpendicular
[Zh la recta [Cdue no passi per Q és un plec p, i tot plec p és una recta 2
perpendicular a [Cque no passa per P (figura 5b).

iii) Hem de veure les dues implicacions:

D) Suposem que p és una tangent a la parabola de focus Q i directriu [
i sigui T el punt de tangéncia (figura 5c). Fem la perpendicular a [des de T.
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Talla Ceh P. Aleshores TQ = TP i, atés que p és tangent a la parabola de focus

Q idirectriu [ @s la bisectriu de I'angle [QTP. Unim P i Q. La recta PQ talla
la tangent p en el punt R. Es clar que els triangles [PTR, QTR son iguals,
perque tenen dos costats i 'angle que formen, iguals. Per tant, PR = RQ, i
[PRT = [QRT = 2. En consequéncia, la recta p és la mediatriu del segment
PQi, de retruc, P = QP.

D) Suposem ara que p és un plec que porta el punt Q damunt la recta [
(figura 5c¢). Aleshores p és la mediatriu del segment QQFP. La perpendicular
des de QP a [Thlla p en el punt T. Aleshores QT = T QP perqueé els triangles
rectangles CQRT, CQPRT so6n iguals, atés que tenen els dos catets iguals. Aixo
fa que T sigui un punt de la parabola de focus Q i directriu []

Veure que és tangent a la parabola és una conseqtiéncia immediata del fet

gue p passa per un punt T de la parabola i determina amb les rectes C}%‘,TBP
angles iguals. 1

A la demostraciéo hem usat el lema segient, ben conegut de tothom:

4.8 Lema Una recta que passi per un punt T de la parabola i divideixi I'angle

format pel radi vector QT i per la recta QF’T per la meitat caracteritza la tangent
a la parabola. 1

Tanmateix, si el lector vol una demostracié ad hoc, pot suposar que la recta
p talla la parabola en un punt R £ T (figura 6). Aleshores RPT= RQ, on P s
el punt en que la perpendicular des de R a la recta [Talla [ perqué R pertany
a la parabola. Ara bé, p és la mediatriu del segment QQP. Per tant, RQ = RQP.
Resulta, doncs, que RQP = RPH el triangle PR QP féra un triangle isdsceles
amb un angle recte a la base. Impossible!

4

/ (Sp PD
p

Figura 6
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5 El regle sol

No farem pas un estudi exhaustiu del que hom pot aconseguir amb regle sol.
Tanmateix, podem dir que, amb regle sol, I'Gnica cosa que s’aconsegueix és el
cos Q.43

Nosaltres només demostrarem que, amb regle sol, si disposem d’un quadrat,
és possible fer una parallela a una recta donada [Cdes d’'un punt P [CITAix0
permet establir, usant el teorema de Tales, I’estructura de cos dels nombres
construibles amb regle sol. De retruc, sempre que disposem d’una operacio
que simuli el regle —la possibilitat de fer una recta per dos punts donats—, els
nombres construibles es podran sumar, restar, multiplicar i dividir i, per tant,
tindrem un cos.

5.1 Definicié En el pla R? un punt Q és un punt construible amb regle sol a
partir del quadrat unitat Q si, i només si, existeix una successio finita de punts

Ql, QZ, SRR Qn—l, Qn,

que compleixen:

i) El punt Qn, és el punt Q.
ii) Per a cada index i,1 < 1 < n, tenim una de les situacions seguents:

, . =) ]
a) Qi és un punt del conjunt Q OLI0l 117l 0L10l 2]
b) Qi és la intersecci6é de dues Bj—_1-rectes, amb i > 1,

on una Bj_i-recta és ung-ecta del plﬁﬁ2 que passa per dos punts del
conjunt Bj_1, sent Bj—1 = Q1,...,Qj-1 .

5.2 Definicidé Una recta €k una recta construible amb regle sol si, i només si,
passa per dos punts del pla R? construibles amb regle sol.

Un nombre real a [CRIés construible amb regle sol si, i només si, el punt
P4 := [@, 0[ds un punt construible amb regle sol.

5.3 Lema Si disposem del quadrat unitat Q, donades dues rectes paralleles [
i un punt Q, és possible fer la recta [_glue passa per Q, i és parallela a les
dues rectes donades.

Demostracio (figura 7)

1. Tirem una recta [ Igue passi per Q i per un dels vertexs O,1,J,K del
quadrat unitat i que talli les rectes [ [ Obtindrem dos punts: P{i P{™

2. Fem una recta com I'anterior, perd diferent, [JTallara les rectes [5
en dos punts P, PJY

3. Considerem ara les rectes EE]IEQue passen, respectivament, pels punts
PPN PLPIUES tallen en el punt P .44

43 El lector interessat pot consultar [2, 119-139].
44 El cas particular de parallelisme es pot arranjar perqué disposem d’un quadrat i del punt
mitja del quadrat.
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Figura 7

4. Ara unim el punt P amb un dels vertex del quadrat unitat Q de manera
que s’obtingui una recta que talli les paralleles [EIC Obtindrem els punts
P53 P3™

5. Les rectes P{ P PiPiMes tallen en un punt QY

6. La recta [Cque passa per Q i Qs la parallela buscada. —1

5.4 Lema Si disposem del quadrat unitat Q, donada una recta Cilun punt Q [1]1
podem fer la recta parallela a [Cque passa per Q.

(v R

A

e Q
P1

P2

Figura 8



104 Josep Pla i Carrera

Demostracio (figura 8) Podem suposar que [Mo és parallela a cap dels eixos

de coordenades [xI= Ol, 1= 0J.45
Aleshores, seguim els passos seglents:

1. Sigui P; [1TA i Q; 110 '1'@
1

2. Considerem el punt mitja M = deI quadrat unitat.*®

12
3. Considerem les rectes [ 1= P1M i 1= QlM.
4. La recta [1ltalla, respectivament, les rectes X = 1iY = 1 en els punts P,
i Q.
5. La recta [Bi= P»Q, és parallela a la recta donada [Cfgerqué I’homotécia de
centre M transformalen J,X=0en X =1,Y =0enY =1,P; enP,,iQ; en
Q.. Per tant, la recta ek transforma en la recta [ZIDe tot aix0 resulta que [l
556N paralleles.
6. Apliguem ara el lema 5.3 a les paralleles [IT50 al punt Q. Aixo acaba la
demostracio. 1

Ara només cal veure que, si sabem fer rectes paralleles a rectes donades
que passin per punts donats, podem sumar, restar, multiplicar i dividir quan-

titats reals. Obviament, la parallela pel punt P, a la recta 1J talla I'eix Lylen

el punt Q4. La parallela per Q5 a la recta OK talla I'eix [xlen el punt P_5
(figura 9a).

També és clar que, donats els punts P4 i P,, podem trobar el punt P := [@, b [
i reciprocament.

Les figures 9b) i 9c) mostren la manera d’efectuar les operacions de sumar,
restar, multiplicar i dividir.

5.5 Corollari Si disposem del quadrat unitat Q, els nombres construibles amb
regle sol formen un cos. —1

5.6 Proposicid Si disposem del quadrat unitat Q, dos punts P;, P, de K deter-
minen una recta [Cde K.
Cada recta [de K conté, almenys, dos punts P31, P, de K.

Demostracio A la proposicié 2.13 veiem una implicacio.

Ara hem de veure que, si [k una recta de K i disposem del quadrat unitat
Q, aleshores [Mecessariament talla dues rectes paralleles: Y =0,Y =1, o bé
X =0, X = 1. Per tant, té dos punts de K, segons la proposici6 2.14. —1

Es obvi que tots aquests resultats els podem aplicar quan disposem de regle
i compas.
6 La papirofléxia genérica

Ara introduim qué entendrem per fer una construccié amb papirofléxia ge-
nerica, i en les seccions seglents especificarem aquesta generalitat per tal

45 Si ho fos, aplicariem el lema 5.3. OO
46 Si M [LlIdonsiderem, per exemple, el punt 1,% ilesrectesY =0,Y =1,X=0,X =2.
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Figura 9

d’aconseguir les papirofléxies pitagorica, euclidiana i parabolica.
Abans d’establir la papiroflexia genérica, necessitem definir amb rigor les
dues operacions permeses en la construccio papirofléxica.

6.1 Definicio Les operacions basiques de la papirofléxia genérica son:

01) Donats dos punts diferents del pla P i Q, I'operacié de plegament lineal
genera, com a plec resultant p, la recta p := PQ que passa pels punts P
i Q.
Formalment, si P i Q s6n dos punts del pla P & Q, aleshores O1(P,Q) =
p:=PQ.
Els plecs generats per I'operacié de plegament lineal O; s’anomenen plecs
basics lineals.

0,) Donats dos punts del pla P i Q, i dues rectes CII[5II’operacié de plegament
genéric genera, com a plec resultant, qualsevol recta p := p(P, Q; [ IHital
que PP [CIHIQP [IHisempre que només n’hi hagi un nombre finit.*”

47 Quan vulguem, posar de manifest les rectes Cil1[5i el punts P i Q, ho especificarem en la
forma p(P, Q : I9) perd, en general, ho ometrem.

Es clar que quan p s’obté aplicant I'operacio O, el plec p és un plec simple, perd, d’alguna
manera, doblement simple.
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Cada un dels plecs generats per I'operacié de plegament geneéric O, s’ano-
mena plec basic genéric.
Formalment, si P i Q s6n dos punts del pla, i Cil5Idues rectes, aleshores

0,(P,Q, LINI=p := p(P, Q; LIDIsempre que PP CIHQP [LHi n’hi hagi

solament un nombre finit.*8

De fet, encara que hem distingit formalment entre I'acci6 —fer un plega-
ment— i el resultat —aconseguir un plec—, en moltes ocasions usarem ambdos
termes de manera indistinta perqué no comporten cap mena de confusio.

Es clar que el plegament lineal —I’'operacié O;— fa el paper de regle.

En especificar I'operacio plegament genéric, obtenim els plecs especifics de
cada tipus. | veurem que, quan l'operaci6 plegament genéric —l’'operacié O,—
és prou potent, permet deduir I'operacié plegament lineal O; com a operaci6
subsidiaria. Aixo succeix en els casos euclidia i parabolic.

També veurem que, en tots els casos, disposem del quadrilater unitat Q
i dels punts 2] 010l 21, en consequeéencia, dels resultats establerts amb
anterioritat. Per tant, en qualsevol papirofléxia, disposem dels resultats de la
seccio 5.

6.2 Definici6 En el pla R? una recta p és un plec genéric, a partir de la base de
rectes B={Y =0,X =0,X +Y =1}, si, i només si, existeix una successio finita
de linies rectes

L) ., G, GdGsh, ..., Bel)

que compleixen:

i) La recta [;16s el plec p.
ii) Per acada index i,1 < i < n, tenim una de les situacions segients:
a) La recta [ és una recta de la base B,

b) La recta [ ¥'obté aplicant I'operacié de plegament lineal a dos punts
diferents P i Q de Bj-1,

c) La recta [ 3’obté aplicant I'operacid de plegament genéric a dos punts
P,Q de Bj_1, i a dues rectes Ci1[Etle Bj_1,

on Bj—1 designa el conjunt que conté les rectes [1l[2,. .., G i tots els punts
d’intersecci6 d’aquestes rectes.

6.3 Definicid Un punt generic és el que s’obté tallant dos plecs geneérics no
parallels.
Un nombre real a és generic si, i només si, el punt P és un punt geneéric.

6.4 Proposicio Es compleixen:

a) Si P i Q son dos punts genérics del pla, diferents, i p és el plec obtingut
aplicant-los I'operacié O3, aleshores p és un plec genéric.

48 La condici6 «que només n’hi hagi un nombre finit» és basica com podem veure a la nota 49.
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b) Si P i Q sén dos punts generics del pla, i p1 i p2 son dos plecs genérics, i p
és un plec obtingut aplicant-los I'operacié O, aleshores p també és un plec
generic.

Demostracidé a) Considerem la successio

.., 5 20, 2, 0. B2 .. Clp *)

en la qual cada un dels blocs Elj o E,':TI i=1,2,3,4, satisfa les condicions de
la definici6 6.2, amés, P [CIT¥]1n [3),i Q i) n ). Aleshores la successio (*)
satisfa la definici6 6.2.

b) Analogament, considerem la successio

G, 20, 2 0. Bt B B 6 B ()

en la qual cada un dels blocs E'lj . E,';l i=1,2,3,4,5,6, satisfa les condicions

de la definici6 6.2 i, amés, P [CIT{] n [3], Q CLiJn L), p1 = 3], i pz = [B].

Aleshores (**) satisfa la definici6 6.2. —1

En les tres seccions seguents especificarem el plegament genéric —és a
dir, I'operacié O,— perqueée serveixi, de manera evolutiva, d’eina alternativa
a les construccions geométriques classiques esmentades a la introduccié. Cada
una de les seccions 7, 8 i 9, queda determinada, de fet, per I’especificacio
de I'operaci6 simple genérica O,. En una primera lectura, les especificacions
poden semblar sofisticades o injustificades, pero el desenvolupament ulterior
les justificara plenament.

7 La papirofléxia pitagorica

El plegament pitagoric s’obté quan el plegament genéric O, es concreta de la
manera seguent:

7.1 Definicio El plec genéric de la definicio 6.2 s’anomena plec pitagoric quan,
en l’'operacié plegament genéric O,, [2 [FIP CLIPP =P i QP L

7.2 Definicid Aquests plecs proporcionen la papirofléxia pitagorica.

Els plecs que s’obtenen els anomenarem plecs pitagorics, o també rectes
pitagoriques.

Un punt pitagoric és el que s’obté tallant dos plecs pitagorics.

Un nombre real a 'anomenarem nombre real pitagoric si el punt P4 s’obté
tallant plecs pitagorics.

A la figura 10 observem que, si disposem d’una recta [ de dos punts
P i Q tals que P [TTde fet el que busquem és un plec p que passi per P i,
alhora, transformi el punt Q en un punt QP tal que QP [LID, millor encara, si

considerem la recta PQ, resulta que el plec p és pitagoric si, i només si, és la
bisectriu de I'angle que formen les rectes [1IP Q, amb vértex en el punt comu P.
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Figura 10

Un cas particular i curiés d’aquest tipus de plegament I'obtenim quan el
punt Q E P també pertany a la recta [*? Aleshores resulta que el plec p és la
recta perpendicular a [Cque passa per P (figura 11).

Ates que disposem de les rectes [x] i dels punts [Q] O[] 0L 101
d’aquest resultat es dedueix que podem construir el quadrilater unitat Q, i
també els punts [2] 0L 10} 2]

p
* ° 1
QP P PP Q
Figura 11

7.3 Proposicio Dos punts pitagorics determinen una recta pitagorica.
Tota recta pitagorica conté, almenys, dos punts pitagorics.
Dos plecs pitagorics, no parallels, determinen un punt pitagoric.

Demostraciod El punt primer és consequéncia de I’'existéncia de I'operacio de
plegament O;.

El punt segon és degut al fet que disposem del quadrilater unitat Q i tot
plec ha de tallar, almenys, dos dels costats del quadrilater.

En virtut de la definici6é 7.2 tenim el punt tercer. 1]

49 Si Q =P i P [LIaleshores totes les rectes p del pla que passen per P compleixen: PP [Tl
QP [CI'BEIN’hi ha, doncs, infinites i el cas queda exclos d’acord amb I'acotacié que hem imposat a
I'operacid basica O3 en la definici6 6.1.
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7.4 Proposicio Donats una recta [iln punt P, exterior a [ ilambdés pitagorics,
la recta [lparallela a [que passa per P, és un plec pitagoric.

Demostracid Atés que disposem de regle —el plegament lineal O;— i del
quadrilater unitat Q, apliquem el lema 5.4. —1

7.5 Corollari Els nombres reals construibles amb papirofléxia pitagorica for-
men un subcos K del cos R dels nombres reals. —1

7.6 Corollari Donats una recta [ilun punt P, exterior a [-llambdos pitagorics,
la perpendicular [Zh [ due passa per P, és un plec pitagoric.

Demostracié D’antuvi fem la parallela [E4 Cque passa per P. Aquesta recta
conté, almenys, un punt pitagoric Q, diferent de P. Podem repetir la construccio
de la figura 11, que dona I’esmentada recta perpendicular. —1

7.7 Corollari Un punt P := [&, b[Cdel pla cartesia és pitagoric si, i només si,
cada un dels nombres reals a i b és un nombre pitagoric. —1

Una questio d’interés és la seglient. Hem establert els plegaments pitagorics
com les rectes del pla que porten un punt Q damunt d’una recta [ilalhora
passen per un punt donat P. Ara podem preguntar-nos si, en el cas que Q
sigui un punt pitagoric, el punt transformat QP també ho és. La resposta és
afirmativa, perqué podem fer perpendiculars.

7.8 Proposicio Si P i Q s6n dos punts pitagorics, [8s una recta pitagorica,
P CLChp:= p(P, Q; LD ¥s un plegament pitagoric, aleshores QP i My, on M, és
el punt mitja del segment QQP, s6n punts pitagorics.

Demostracio Es un exercici elemental. Des del punt Q fem una perpendicular
[k p. La perpendicular [italla el plec p en el punt M i la recta pitagorica [
en el punt QP (figura 10). Per tant, ambdds sén punts pitagorics. 1

Ara volem establir quina és l'algebra de la papirofléxia pitagorica. Es a dir,
volem caracteritzar el subcos K de R format pels nombres reals pitagorics.
I, tal com avancavem després de la proposicio 2.15, com que fem bisectrius
d’angles formats per rectes concurrents donades, sembla raonable esperar que
obtindrem el cos P.

Per veure-ho, seguirem el mateix cami que hem seguit en la secci6 3 i ens
basarem en resultats de les seccions 2 i 4.

v
7.9 Proposicio Si a i b son dos nombres reals pitagorics, aleshores a2 + b?
també ho és.

Demostraciod (figura 12). Suposem que a, b sén no nuls. Considerem els punts
P4 i Qp. Fem la parallela [;7h [Ique passa per Qyp i la parallela [ h L/Ique
passa per Pg. Es tallen en el punt P := [&, b[CAra fem un plegament pitagoric p,
aplicat als punts O, P, i a layecta [l Obtenim el punt PP que, obviament, és el
punt P¥ 55z, perqué OP = a2 + b2 i els triangles rectangles [OPIM, COMPP
s6n iguals. 1
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Am Lz__|
Qb P:=[@bl]
|
M ~p
= G
@ Pa PP=PV
Figura 12

Podiem haver donat una demostracio alternativa més algebraica.>°

7.10 Corollari Si Kp designa el cos dels nombres reals pitagorics, aleshores
P K. 1

7.11 Definicié Una extensio pitagorica iterada

I s O e | | R -
Kn:K |_|1, r|2,..., |_|n_1

d’un cos K és el terme final de la cadena d’extensions pitagoriques

Ko =K K] K} 13- [K})h-1 K},
1 5 > i
oncada K; =Kj-1 M ,Mj=aj_; +bj_;, amb aj-1,bj-1 [(K]-1,i=1,...,n.
7.12 Proposicidé Donat un cos K, dos punts P, Q i una recta [ 1ots tres de K,
aleshores

a) el plec que s’obté amb I'operacié O1 és una recta de K;
b) el plec que s’obté amb I'operaci6 de plegament pitagoric és una recta d’'una
certa extensio pitagorica de K.

Demostraciod Es una conseqiiéncia immediata de les proposicions 2.9 2.13. [

7.13 Corollari Tot nombre real pitagoric és en una extensio pitagorica iterada

de Q.

Demostracio Es una conseqiiéncia immediata de la proposicio 2.14. —1

50 Considerem la parabola de focus [a, bl directriu Y = 0. La seva equaci6 és )f —2ax +
a2+b2-a
X

a? + b2 = 2by. Considerem la tangent que passa pel punt [0 0 Tré I'wié Y=Tp

a2+b2-a

Tallem aquesta recta amb la recta X = 1 i obtenim el punt pitagoric 1, b . Per tant,

—1
aZ2+b?2 [Pl
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7.14 Proposicio El cos P és la reunid de totes les extensions pitagoriques itera-
des de Q.

Pemostracio Obviament, d’'una banda Q [Pli, d’'una altra, P és tancat per
a2+ b2, quan a,b PI1 —

7.15 Teorema El cos K dels nombres reals pitagorics és P.

Demostracidé Un corollari immediat dels resultats anteriors. 1

7.16 Corollari El cos P és el més petit subcos de R que, per a tota equacio de
segon grau aX2+bX +c =0, amb a,b,c [P]idiscriminant A de la forma
A=E2+E5 amb &;,& [PJconté les seves arrels reals. 1

Sabem que P [CE]perqué E és tancat per arrels quadrades. Es la justificacio
algébrica. O bé perqué, amb regle i compas, podem fer les operacions de
plegament lineal i de plegament pitagoric.>! Seria la justificacié geométrica.

La qlestio és saber si coincideixen o no.

7.17 Proposicié P [El

Per veure-ho, usarem el lema seguent:

7.18 Lema Si a [Pl P(X) CQI[X] és un polinomi minimal de a, aleshores totes
les arrels de P (X) pertanyen a P.

Demostracid Sigui 3 una altra arrel de P (X), BEa. Considerem I'isomorfisme

o :Q(a) - Q(B)

que deixa fix Q i transforma o en 3.
Considerem l'extensié o : Q(a) CC1 la perllorll_glaci() o : P [CI1Sigui ara

o lP= T PG (E) P P
Afirmem que & [PI[@s un cos pitagoric. Que és un cos és trivial. Vegem, doncs,
que és pitagoric. 1
Suposem que &, &, [aTl ‘[P Aleshores, sigui £ = &2 + £2. Es clar que
G(8) =0 (&) +5 (&) [P

Per tant,
—

o(&) == o0(&?)+0(E2) [Pl
i, de retruc, & (e =)

51 Recordem que, amb regle i compas, és possible fer la bisectriu d’'un angle donat. Vegeu
[5, proposici6 9], [19, 711].
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Ara bé, 1 [PCIP)o 1 [PI8s un subcos de R i P és el més petit de tots els
subcossos pitagorics de R. Per tant, ¢ [P P. Aix0, conjuntament amb el
fet que a [Pli o (a) = & (a) = B, permet concloure que B [PP? 1

Demostracio de la proposicio 7.17 Obviament, el nombre }/f [CEl Consi-
deygm el gpu polinomi minimal sobre Q,X* — 2 = 0. Les seves arrels son
y’ 2 +i ° 2. Per tant, no totes les arrels pertanyen a P. Aplicant el lema 7.18,

2 1

* * *

Ara, com a cloenda d’aquesta secci6, veurem que la papirofléxia pitagorica
és equivalent a disposar del regle i de 'operacié del compas que consisteix a
portar segments rectilinis.>3

7.19 Lema Amb papirofléxia pitagorica, donats els punts Qj, Q2, la recta [ 1
el punt P [II3i podem fer un punt P; [TIdue P;P = Q1Q>, també podem
fer un punt P, [CTque PPy = Q1Q»>.

Demostracié Cal refer la figura 11 i el raonament de la figura 9a, aplicat al
punt P, la recta [ el segment P1P>. 1

7.20 Teorema Disposar del regle i de I'operacio de portar segments és equiva-
lent a la papirofléxia pitagorica.

Demostracié A) Amb la notaci6 del lema 7.19, els plegaments pitagorics
permeten portar segments.

Al) Suposem que un almenys dels punts Q1, Q2 no pertany a [{figura 13a).
Per exemple, Q.

1. Fem la parallela [ h [Cder Q;.

2. Fem el plec p(Qz2, [1), que passa per Qj.

3. Considerem el punt Qg CZ1O0bviament, Q1Q, = Qng.
4

. Fem la parallela [5per Q) a la recta PBl. Talla Ceh P, i PP; = Q1Q5.

A2) Si Q1 i Q2 pertanyen a [_procedim de la manera seguent (figura 13b):

1. Fem la perpendicular [’ h [Cfger P.

2. Fem una parallela [2’h OK [o a Ol] per Q1. Tindrem un punt le (IEN|

3. Fem una parallela [3’h OK [0 a Ol] per Q». Tindrem un punt QZE' (IEN|
Ara som en el cas (Al).

B) El regle i 'operacio de portar segments permet fer plegaments pitagorics.

52 El lector interessat a veure una demostracip-eye no utilitzi el llenguatge dgls-igomorfismes pot

consultalr_Ell.Z,/QO—QZ]. Tlo_t|ral; aveure que,si &2 + Ef + E,% [P]aleshores &2 — Ef + E% [Pl

Arabé, 1+ 5[Pli 1— 5 [Pl
53 Vegeu [2, 156-168] i, en particular, 163-168.
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P1_ ™ 1
1
P

Q5
Q1 p
Q M

a)
Figura 13

B1) DonatsY = 0,X = 0,X+Y = 1,5 podem fer un quadrat 13153 Hfigura 14a).

B2) Podem fer paralleles perqué disposem de I'operacio6 regle, d’'un quadrat i
de les seves diagonals.

B3) Ara suposem que tenim una recta [Cildos punts P, Q, amb P [CTHIQ [II]

1. Fem la parallela [5h [que passa per Q. Ara determinem el punt Q™

de [Ehue QQT=PQ.

2. Fem la recta PBE.' Es la bisectriu buscada i, de retruc, el plec que
porta el punt Q damunt de la recta [(figura 14b).

B4) Ara suposem que tenim una recta [ildos punts P,Q, amb P [CTHIQ [CII1
Aleshores, com hem vist a la figura 11, el plec —o, si ho preferiu, la
bisectriu— és la perpendicular a la recta [que passa pel punt P. Hem de
veure, doncs, que amb el regle i I'operacié de portar segments podem fer
perpendiculars a rectes donades en un punt d’aquestes.

Per P fem passar rectes paralleles a les rectes 115133 Portem el segment
Ol, a partir de P, damunt d’aquestes dues rectes i cap a ambdds costats.
Unim els punts | “A™ 3 E3 M due s’obtenen. S'aconsegueix el quadrat
unitat de la figura 14a traslladat al punt P (figura 14c).

La recta [falla un dels costats unitat en un punt R. Considerem el segment
I TR'i portem-lo damunt la recta J ™ tal com s’indica a la figura 14c.

S’obté el punt RFLa recta R™P és perpendicular a la recta Cpel punt P. Es
el plec buscat. Passa per P i transporta el punt Q damunt la recta 1 [1

54 Sempre cal una base inicial.
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Q QY 5 g
R QP 1
I R\ I
7 P
P Q

J

p
a) b) c)

Figura 14

8 La papiroflexia plana

El text de geometria amb papirofléxia més antic és el ja classic Geometric
exercices in paper folding. T. Sundara Row —I'autor— hi ofereix d’'una manera
una mica informal la geometria de I’Elements, i també uns altres resultats. La
diferéncia amb el text de I'alexandri és que Row fa la geometria de I’Elements
usant la técnica de la papirofléxia.

Un cop ha mostrat la manera de construir el quadrat, el triangle equilater,
el pentagon, I’hexagon, I'octogon, el decagon, el dodecagon i el pentadecagon,
a més de les construccions aproximades de I’heptagon i I’enneagon, fa un bon
grapat de construccions curioses usant sempre la técnica de la papirofléxia.>®

Malgrat que I'autor no precisa ben bé qué és un plec i com s’aconsegueix un
punt papirofléxic, la lectura atenta de les seves construccions permet copsar el
significat que els dona.

Per tal de fer entenedora la seva metodologia, repassarem la construccio gel
segment auri,®® del pentagon, i la construccié d’un segment de longitud * 2.
Aixi quedara ben palesa la seva técnica i alhora quedara clar que la seva
papirofléxia és més potent que no pas la papirofléxia pitagorica.

L’objectiu final d’aquesta seccid és veure que la papirofléxia de Sundara
Row és equivalent a la geometria plana. Ho establirem algébricament i geome-
tricament.

8.1 Problema Donat un segment AB, determinar-ne el punt X tal que el rectan-
gle de costats AB i XB sigui igual al quadrat de costat AX.5”

Resolucid (figura 15).

1. Fem el quadrat ABCD de costat AB.

55 Vegeu [16].

56 Es el nombre real a que fa gug . 1%; és a dir, tal que o2 + a — 1 = 0. Per tant,
= ;\i_ 1 & \}i - 22 % 2 “

a=3 5 > [Platésque 5= 24+ 1~

57 Formalment, AB < XB = AX2. Vegeu [16, 18, §51]. Compareu-ho amb [19, teorema 11].



L’algebra de la papirofléxia 115

2. Determinem el punt mitja E del costat BC.
. Fem el plec lineal p1 que passa per Ai E.
4. Ara fem el plec pitagoric p que passa per E i porta el punt B damunt la

recta [.P8
5. El plec p talla la recta Cen el punt F. Marquem el punt BP.

w

6. Ara fem AX igual a ABP.
7. El punt X és el punt buscat. —1
D C
E ([
BP
X -]
A /: B
p
Figura 15

Es facil constatar que, efectivament, AX és el segment auri corresponent
al segment AB.%° Obviament, si A = O,B = I, aleshores X = P4 amb a [P]
perqué solament hem usat plegaments pitagorics.5°

Tot seguit fa la construccié del pentagon regular. La construccié de Row és
interessant perqué introdueix un plegament que no és pitagoric.

8.2 Problema Donat un segment AB, determinar un triangle isosceles [BAN
tal que I'angle de la base valgui el doble que I'angle en el vértex.5!

Resolucié 1. A lafigura 16, damunt la recta [F AB determinem X tal com
hem fet en el problema 8.1.

2. Fem el quadrat de costat AB.
3. Fem la perpendicular [ h la recta [Cque passa pel punt X. Talla la recta
= DC en el punt H.

58 A la figura 15 el plec I'hem fet de punts molt petits perque, en aquesta seccid, els plecs
rellevants son els plans i no pas els pitagorics.

59 Vegeu [16, 19]. v

60 Si AB = 1, aleshores AX = x, on x = d(A,E) — % = % 5— % és el segment auri.

61 Vegeu [16, 30-31, §71]. Compareu-ho amb [5, teorema 10 del llibre iv], a [19, 780-781].
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4. Considerem el punt mitja M del segment XB.

5. Fem la perpendicular [;a [que passa pel punt M. Talla la recta [Zen el
punt O.

6. Ara fem un plec p ;= p(X, A; 1) que passi pel punt X i porti el punt A
damunt la recta [z1La perpendicular a aquest plec determina un punt N
damunt el segment OM.5?

7. Obviament XN = AX.

8. Unim els punts N i B amb una recta [31 els punts X i N amb una recta [,
9. El triangle [BAN és el triangle buscat. —1
D H O |C =)
N
N
A B .
X M
L 1 ]

Figura 16

De retruc en resulta que [NAB = %n.63 En aquesta construccié hem fet un
plec que no s’obté amb els plegaments pitagorics. Es el plec que cal introduir
com a plegament pla.

De moment I'intuim copiant-lo de la demostraci6 anterior, tal com s’exposa
a la figura 17. De fet, el podriem anomenar plec en el sentit de Row, en honor a
T. Sundara Row.

62 Recordem que el punt transportat per un plec és un punt papirofléxic, segons hem vist a la
proposicié 7.8.
63 Vegem-ne la prova de [16, 21-23]. D’entrada AX = XN = NB. A més, tenim la cadena segiient
d’implicacions:

[CABN
[NAX

[NXB

XA [CTINXB = [ABN = [NAX + XINA = 2 [NAX.

| també,

AN? = MN? + AM? = BN? — BM? + AM? = BN + (AM — BM)(AM + BM) =

=BN? +AB x AX = NX° + AB x AX = AX° + AB x AX = AB x BX + AB x AX = AB-.
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Figura 17

Ens proporciona la manera com hem d’especificar I'operacio genérica sim-
ple Oz que, a la definicié 8.4, anomenarem plegament pla: a cada dos punts P i
Q i a cada recta [ i associa el plec p que passa pel punt P i porta el punt Q
damunt la recta [Es a dir, 02(P,Q, Dd=pque PP =P i QP [N

Observem que ara no imposem pas la limitacié del plegament pitagoric
segons la qual el punt P ha de pertanyer a la recta [_Dbviament, quan el punt
P [CLI2&l plegament pla esdevé un plegament pitagoric. La papiroflexia plana
sera, doncs, tan potent almenys com la pitagorica.

Ara hem d’introduir el plegament pla com una especificacié del plegament
genéric i després veure que el cos de punts plans és precisament el cos E. Ho
farem de dues maneres. L’'una més algébrica, i I'altra més geomeétrica.

Abans, pero, veurem una construccié de Row que suggereix aquest resultat.

8.3 Problema Usant plegaments }9ticlidians, en el sentit de Row, és possible
construir un segment de longitud * 2.64

Resolucid 1. Sigui Ol el segment unitat de I'eix G

2. Fem un punt T de la recta [xlde manera que OT tingui quatre unitats de
longitud.

3. Sigui M el punt mitja del segment TQ, on Q és un punt de L

4. Sigui p el plec que passa per M i porta el punt Q damunt de la recta /1
(figura 18).

5. Sigui QP el punt transportat.

6. Fem la perpendicular a [xdgque passa per Q i la perpendicular a [yIque passa
per QP. Es tallen en el punt P. Tot rau aleshores a calcular la longitud dels
segments QP = OQP.

o N e I e B
QP%= (00")2= (MQ")2—OM*= MQ*—OM>= g+2 - %—2 = 4q,

on a és la distancia del segment OQ. Es a dir, Q = Pq.

64 Vegeu [16, 117-118, §236], dins la seccio ii, «La parabola» del capitol iii, dedicat a les «Les
seccions coniques». Esta vinculat, doncs, amb el teorema 4.7.
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QP

3

A

T //IOIQ

Figura 18

Aix0 ens diu que el punt P pertany a la parabola que, en el sistema de
referénciaY =0, X =0, X +Y =1, té I'equacio cartesiana y? = 4x.

Per tant, si el punt Q := [d, 0[8s un punt ja construit, el punt P = [d, B[]
amb B? = 4a, queda construit amb la papirofléxia de Row —la papirofléxia

plana.® v Y Y
Suposem, doncs, que a = 2. Aleshores B = 2“2 i, de retruc, * 2 és
construible. Hem ampliat, doncs, la poténcia de la papirofléxia.®® 1

Ara estem ja en situacio6 d’establir, amb rigor, com especificar la papirofléxia
generica per tal d’obtenir la papirofléxia plana.

El plegament pla s’obté quan el plegament genéric O, es concreta de la
manera seguent:

8.4 Definici6 El plegament genéric —I'operacié O,— de la definicié 6.1 esdevé
un plegament pla o euclidia quan PP =P [I'H Q [CplIXigura 17).

Aquest plegament, juntament amb el plegament lineal, proporciona la papi-
rofléxia plana o euclidiana.

Els plecs que s’obtenen aplicant qualsevol d’ambdos tipus de plegaments els
anomenarem plecs plans o euclidians, o també rectes planes o euclidianes.

Un punt pla o euclidia és el que s’obté tallant dues rectes planes.

Un nombre real a 'anomenarem nombre real pla o euclidia si el punt P4
s’obté tallant plecs plans.
65Si  2p i a sén construibles, i B2 = 2pa, aleshores B és un nombre real construible amb
aquesta nova papirofléxia.
66 D’aquest fet se n'adona Robert C. Yates, el qual I'any 1949 establia, com a definici6 de
papirofléxia, la papiroflexia plana. (Vegeu [24, secci6 iv, 54-65].) La papirofiéxia de Yates es basa
en tres operacions:
Plegament lineal. Donats dos punts P, Q, hi ha un plec p que passa per ells.
Plegament pla. Donada una recta [Cildos punts P, Q, podem fer els plecs p que P [pi QP [
sempre que n’existeixi algun.
Plegament de superposicié. Donats dos punts P, Q, podem fer el plec p que porta el punt P
damunt del punt Q.
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Observem que, de fet, el punt QP s’obté tallant la circumferencia de centre P
i radi PQ amb la recta L8 Els plecs produits pel plegament pla, quan existeixen,
es poden fer amb regle i compas. Aixo significa que el cos Keg dels nombres
reals plans esta inclos dins del cos E. Coincidiran sempre que puguem veure
que Kg és tancat per arrels quadrades, quelcom que ja hem indicat abans.

En definitiva, doncs,

8.5 Proposicio Els cos dels nombres reals plans és E. —1

No obstant aix0, n’oferirem una demostracié geométrica constructiva.
Abans, pero, farem algunes observacions relatives a la papirofléxia plana.

8.6 Proposicid Els plecs i els nombres pitagorics son plans.

Demostracié Només cal imposar que el punt P sigui un punt de la recta L1

Com hem vist a la pagina 109, en la papirofléxia pitagorica, fer la parallela i
la perpendicular a una recta [Cdes d’'un punt P [Tlera llarg. Ara, en canvi, és
forca més curt i senzill.%8

8.7 Proposicié Donada una recta [ilun punt P, podem fer la perpendicular a
[que passa per P.

Demostracié Si P [I] usem la proposicié anterior i la construcci6 de la
figura 11.

Suposem, doncs, que P [CTT'/Agafem un punt Q [CTTdue existeix sempre
perqueé [Ha de tallar necessariament una de les tres rectes basiques (figura 19).
Aleshores existeix un plec p que passa per P de manera que QP [IIEs la

perpendicular buscada. —1
8.8 Corollari Donada una recta Cilun punt P [CI]podem fer la parallela a [
que passa per P. —1
p
4P
. . 1]
QP
Figura 19

67 Obviament aquest tall pot no existir, com ja advertia Yates. Aleshores el plec p no existeix.
68 De fet, podem evitar-nos les proposicions 5.3 i 5.4.
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Com hem repetit a bastament, per generar una papirofléxia calen les dues
operacions de plegament simple O7 i Oz, pero, en el cas en que I'operacié O,
sigui la de la definicio 8.4, el fet més important és que el plegament lineal és
deduible del plegament pla.

8.9 Proposicid Donats dos punts P i Q, diferents, usant el plegament pla podem
fer la recta que passa per P i Q.

Demostracié Aquests punts els hem obtingut tallant plecs. Agafem doncs
una recta [glque passi per Q (figura 26). Ara considerem els plecs que passen
per P i porten el punt Q damunt la recta [ IDe fet, n’hi ha dos. La perpendicular
pTdescrita en la proposicié anterior i la recta p que passa per P i per Q. —1

V_
8.10 Proposicio Sia [CKE, aleshores a [CKE.

Demostracié Refem les consideracions que hem fet, a la pagina 118, en el
problema 8.3 de Row. 1

Figura 20

8.11 Corollari El cos dels nombres reals plans és el cos euclidia E. —1

Per acabar aquesta seccio, amb la voluntat d’oferir tots els punts de vista
possibles, veurem que amb plegaments plans podem determinar els punts de
tall d’una recta i d’una circumferéncia, i de dues circumferéncies.®9

8.12 Teorema Suposem que P, Q,P1,Q1,P2, Q2 sbn sis punts plans, i 111 ]
tres rectes euclidianes.

1. Si/ [ ][z 66N no paralieles, el punt que determinen és pla.
2. Si [talla la circumferéncia P (P Q), els punts de tall sén plans.

69 Aquestes construccions les trobem a [24, 63]. La segona consisteix a construir I'eix radical.
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3. Si les circumferéncies P1(P1Q1) i P2(P2Q2) es tallen, els punts de tall s6n
punts plans.

Demostraci6 1. Es trivial, per definicio de punt pla.

2. Sigui [Una recta plana, i P i Q dos punts plans que determinen la circum-
feréncia P (P Q) de centre en P i radi PQ (figura 20) (que, de fet, no podem
pas dibuixar perqué no disposem de cap compas).

Hem de determinar, en canvi, el punt Q =€én qué la recta [falla la circumfe-
réncia inexistent P (P Q).
Tot rau a fer el plec p que passa per P i porta el punt Q damunt la recta []

Aleshores la perpendicular al plec p que passa per Q talla la recta [Can el
punt Q 5-4ue és el punt que buscavem.
3. Tot rau a determinar, amb plegaments plans, I'eix radical de la parella de

circumferencies P1(P1Q1), P2(P2Q2) (figura 21).

a) Tirem la recta [21=P2Q>. Per Py, tirem la recta [1 Iparallela a [z1Portem
ara el punt Q1 damunt la recta [L.JJAquest nou punt I'anomenarem també
Q1, com si fos el punt donat damunt la circumferéncia de centre P;.7°

b) Determinem els punts Q) Q5'que P1Q1 = P1Q[;P2Q2 = P>,Q5) Ambdés
punts sén plans.

c) Tirem ara les rectes Q1 Q> i QTQ5 Es tallen en un punt E que és el centre
de semblanca de les circumferéncies.

d) La recta EQlDtaIIa la circumferéncia P2(P2Q2) en un punt QE i larecta
Eaz talla la circumferencia P2 (P2Q2) en un segon punt QZ'.:Aquest punt

s’obté fent la perpendicular a la recta QIEQZ des del punt QE'

e) Analogament, des del punt Q; fem la perpendicular [a la recta QR}E
Obtenim el punt pla Q;~
f) Hi ha una circumferéncia que passa pels quatre punts Q5 ®©- €, i Q5

g) Considerem ara les cordes [F Q,Q%i [B= Q[ d;. Es tallen en un punt
F que pertany a I’eix radical de les dues circumferéncies donades.”*

h) Tirem ara la perpendicular p a la recta PII32 des del punt F. Es I'eix

radical.”®
i) Ara podem aplicar la part (2) a p i a una de les circumferéncies donades
Pi(PiQj), i =1,2.
Amb aixo s’acaba la demostracio. —1

70 Qualsevol punt pla de la circumferéncia de centre P1 i radi P1 Q3 serveix igualment com a
punt Qq.

71 La poténcia de F a la circumferéncia P; (P;Q;), i = 1, 2, és la poténcia de F a la circumferéncia
que passa pels quatre punts Q5 ®®; i QL Per tant, és un punt que té la mateixa poténcia
amb les dues circumferéncies donades. Es, doncs, un punt de I'eix radical.

72 L’eix radical de dues circumferéncies és perpendicular a la recta que n’uneix els centres.



122 Josep Pla i Carrera

Figura 21

8.13 Corollari El cos dels nombres reals plans coincideix amb el cos euclidia E.

Demostracioé Es una conseqiiéncia de I'observacio que segueix la definicié 8.4
i del teorema 8.12, i proporciona una demostracio alternativa —de tipus geome-
tric— a la més algebrica del corollari 7.8. 1

9 La papirofléxia parabolica

Hem vist que la papirofléxia plana genera el cos euclidia E. També hem vist
que genera alguns punts d’'una parabola de parametre ja construit.
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Com hem comentat a la introduccio, tallant paraboles i circumferéncies,
podem trisecar I'angle i doblar el cub. De fet, com déiem a la pagina 85, tot
rau a saber doblar el cub —que, segons el resultat d’Hipocrates de Quios,”®
equival a trobar dues mitjanes proporcionals— i trisecar els angles. Ara bé, no
ho podrem pas aconseguir amb la papirofléxia plana. Caldra, en tot cas, una
papirofléexia més potent.

La idea intuitiva la proporciona un fet que trobem exposat i desenvolupat a
I'obra de Row, segons la qual no cal disposar de la parabola, n’hi ha prou amb
les tangents a la parabola.”* De fet, diu:

Problema Donada una recta [ilun punt P [CTJdonsiderem tots els plecs p tals
que PP [LIFs una familia de rectes. La seva envolupant és la parabola que té
com a directriu la recta Cidlcom a focus el punt P.7®

Ja hem resolt aquest problema a la part iii) del teorema 4.7.

Per tal de copsar quina poténcia ha de tenir la nova papirofléxia res millor
que comencar a I'inrevés. Veurem com podem doblar el cub i trisecar I'angle
fent servir plecs, una mica en la linia que hem seguit en analitzar com, amb el
metode suggerit per Row, podiem fer arrels quadrades arbitraries.

Un cop ho hagim aconseguit, mirarem d’extreure’n el minim necessari per
poder donar la papirofléxia parabolica, en la qual, com en els casos anteriors,
caldra especificar I'operacié de plegament genéric O».

Pel que fa a la duplicaci6 del cub, usarem el métode atribuit a Plat6 (429-348
aC).’®

9.1 Teorema (teorema de Platd) El meétode que s’exposa a continuacio pro-
porciona —en la manera de parlar dels geometres grecs— dues mitjanes
proporcionals entre els segments a i b.

Demostracié Considerem dues rectes perpendiculars [ [21Sigui O el punt
en qué es tallen. Hi considerem els punts P = [0] —a[ilQ = [=b, 07

Ara imaginem un enginy format per dues eles, és a dir, dues rectes perpen-
diculars en R i S, respectivament, de manera que, recolzant-se I’'una en l'altra
en el bragc comu p, es puguin desplacar. Es 'anomenat enginy de Platé perqug,
com ja hem dit abans, s’atribueix a I'’eminent filosof.

Tal com indica la figura 22, situem la primera ela de manera que un brag
passi per P i el vertex S estigui damunt de I'eix vertical, condicié que s’ha de
mantenir en els moviments ulteriors. Desplacem I'altra ela fins que el brag paral-
lel al de la primera que passa per P passi per Q, condicié que s’ha de mantenir
també d’ara endavant. Cal, tanmateix, que el vértex R de la segona ela es situi
damunt de I’'horitzontal.

73 Vegeu la nota 20.

74 Vegeu la nota 64.

75 Cal indicar que ara, a aquests plecs, no els imposem cap restriccid. Es a dir, de moment no
cal que passin per cap punt. De fet, no sén pas plecs en cap dels sentits indicats en les dues
papirofléxies anteriors.

76 Vegeu [9, i, 255-258].

77 Hi hem transportat, de fet, segments de longituds a i b.
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2] L3E (X =b)
QP
S
3= (Y = a) pp
—b ola \R—b o
/'Q —-a .
/P

Figura 22

Es obvi que els segments OR i OS proporcionen les dues mitjanes propro-
cionals entre OP i OQ, perqué és evident que els triangles [PAR, [RAS i
[SOIQ s6n semblants. Per tant,

OP _OR_0S
OR 0S 0Q°
Aixi, doncs, donats els segments OP i OQ, hem determinat dues mitjanes
proporcionals entre ells, tal com voliem. —1

Voldria indicar, per ajudar el lector a comprendre els passos que vaig seguir
en aquest procés, que, de tot aix0, me’n vaig adonar en observar que, amb
tangents adequades a paraboles adequades, s’aconseguia aquest resultat.”®

Demostracié Tal com indica la figura 23, agafem O := [0} 0% := [, 0L Ara
sigui P ;= [0l —al[d Q := b, 0[Els punts P i Q sén punts construibles, un cop
donats els valors a i b com a coordenades de punts construibles. Considerem
arales rectes [ 1= (Y =a) i 1= (X =b).

Necessitem la parabola de focus P i directriu [1]i la parabola de focus Q i
directriu [z1Aquestes dues paraboles tenen una tangent comuna p. Es el plec
buscat. Es a dir, és un plec que porta el punt P damunt la recta [ el punt Q
damunt la recta [Z1Es a dir, PP 141 QP [I{1]

IjﬂJesﬁjlec p talla la recta Gden el punt R. Es facil provar que R =
a2b, 0 . Per tant, R és un punt construible amb el plec p que determina el

78 Tanmateix, com hem vist en el teorema de Plato, tot plegat és molt més simple.
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2
Q O R[S
= = Gd
P
(2]
Figura 23

punt Pé/%.fn el cas particular en qué a = 1, tenim un segment la longitud
del qual és ° b
En efecte. Les paraboles son, respectivament, X? = 4aY i Y2 = 4bX. A
bdues els_impose ue Y ™= m. Els punts respectius de tangéncia sén
i PIPROSEM 9

2am,am? i ™2 m - Obtenim, doncs, les tangents respectives Y — mX +
am? = 0, mY —m?X —b = 0, que han de ser la mateixa. Es; dir, m8 = —g.
Aguesta recta talla I'eix Len el punt de coordenades X = ~ a2b,Y =0, tal
com voliem. 1

Si ens fixem novament en la figura 22, ens adonem que, donats els punts P

i Q, larectap = RS es comporta com un plec que els transporta, respectivament,
damunt les rectes X (X —b =0) i 5L (Y —a = 0) que son paralleles als
eixos i disten, respectivament, del punt O el mateix que els punts P i Q.

A la vista d’aquest cas, necessitem, doncs, una mena de plecs que, donats
dos punts i dues rectes (en principi perpendiculars), portin de cop un punt
damunt d’'una recta i I'altre damunt I'altra recta.

Tot quedara, doncs, resolt si trobem una triseccié geometrica de I'angle
que es pugui resoldre amb aquesta mena de plecs. Fem, doncs, I'analisi de la
trisecci6 de I'angle:

Considerem un angle agut [BOC, trisecat per les rectes OC; i OC; (figu-
ra 24a). Tirem la perpendicular OV a la base OB de I’'angle. Fem una simetria

per a la recta \7\7V perpendicular a la recta (561 des d’'un punt arbitrari V.
Tindrem les rectes perpendiculars VM i WM. En resulta que la recta OC; és
perpendicular a la recta VM, atés que els angles [BOC;, [C410C, i WMO sén
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|guals — [BOC; = [CIOC, i [CIO0C,; = DWMO— i, per tant, les rectes WM i
OC2 soén paralleles. Per construccio, la recta OC2 divideix I'angle [CJO0C en
dues meitats.

Aix0 fa que la recta OC; sigui la mediana del segment MN, atés que és
alhora bisectriu i alcada del triangle CMON. Per tant, els segments NR i MR,

on R és el punt en que la recta OC; talla la base MN del triangle esmentat, sén
iguals.

p
/\M o O
o] Ci1

/g ,,

Cy

/
/

Figura 24

Ara, per N i R tirem rectes paralleles a la recta OC;. Determinem els punts
P i Q damunt la recta OV de manera que OP =PQ. —1

D’aquesta analisi en resulta que només cal un plec —el plec p = VW — que
transporti el vertex O de I'angle donat damunt la recta parallela a la base OB i
el punt Q damunt I’altre costat de I'angle, el costat OC.

Es a dir, cal considerar la situacié de la figura 24b que permet establir el
teorema seguent:

9.2 Teorema Es possible trisecar un angle fent servir plecs.

Demostracio Considerem un angle agut [BOC. Tirem una perpendicular OV
a la base OB i, hi considerem els punts P i Q tals que OP = PQ. Ara fem un
plec p que porti O damunt la recta OCy, parallela a OB per P, i el punt Q
damunt el costat OC de I'angle donat.

Aquest plec talla la base de I'angle i la seva perpendicular en els punts W
i V, respectivament.
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Ara tirem les rectes OC; i OC;, que uneixen el vertex O amb els punts imatge
OP i PP. En resulta que els punts OP, PP i QP estan alineats. Tirem la recta que
passa per aquests tres punts. Tallara el plec p en el punt V pel fet que és un
plec. I, per fi, unim el punt W amb el punt OP (figura 25).

Eé
O-\W‘

Hem de veure que les rectes OC; i OC; divideixen I'angle donat [BOC en
tres parts iguals.

Per simplificar les notacions, fem O== OP,PH=PP i Q= QP. De la sime-
tria resulta que els segments O™ 5 PI@Qs6n iguals, atés que, per construccio,
OP i PQ ho sén. El punt T en qué es tallen els segments OP 5 O els divideix

Figura 25

en parts iguals. Per tant, PT = TOTi OT = TPLILa recta OP Tés perpendicular
ala recta O QY

En resulta que OP s alhora alcada i mediatriu del costat O"®™del triangle
CQ®OY Don resulta que és la bisectriu de I'angle [QMOQY En definitiva,
doncs, [QIOP"= (FHOH

D’altra banda, el quadrllater OWO™ és un parallelogram atés que, per
construccio, les rectes OB i POEéon paralleles. Aleshores, per simetria, WOD

i OPD,tambe soén paralleles. D’'on O™W = OT. Per tant, les diagonals del
quadrilater OWO™ so6n ortogonals i la recta OO ™divideix I'angle [CJOB en
dos angles iguals [CJOC; i [CHOB. Per tant,

[CDC, = [CJIOC; = [CHOC,

tal com voliem.
Atés que I'angle recte és trisecable, el teorema val també per als obtusos. 1
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En definitiva, doncs, si disposem d’una operacio de plegament que, donades
dues rectes concurrents, no necessariament perpendiculars,” i dos punts,
permet portar cada un dels punts damunt d’'una de les rectes, podrem doblar
cubs i trisecar angles i, per tant, resoldre totes les cubiques i quartiques els
coeficients de les quals corresponguin a valors de punts-plec ja construits.

Es a dir, podem ja definir amb precisié la papirofléxia parabolica o vietana.
Només cal especificar I'operacié O, de la definicid 6.1 que correspon a aquesta
mena de papirofléxia.

9.3 Definicié Un plegament genéric de la definicié 6.1 esdevé un plegament
parabolic quan, en I'operacié O, les rectes [l [Ctenen almenys un punt en
comu. Es a dir, una recta p és un plec parabolic si, i només si, donats dos plecs [1
i (5Ino parallels, i dos punts P i Q arbitraris (ja construits), PP [CLLIQP [LEl

Aquest plegament, juntament amb el plegament lineal, proporciona la papi-
rofléxia parabolica.

Els plecs que s’obtenen aplicant qualsevol d’ambdos tipus de plegaments els
anomenarem plecs (o rectes) parabolics.

Un punt parabolic és el que s’obté tallant dues rectes paraboliques.

Un nombre real a I'anomenarem nombre real parabolic, si el punt P5 s’obté
tallant rectes paraboliques.

L’operacio O, del plegament parabolic és tan potent que implica I'operaci6
01 o plegament lineal.&°

9.4 Proposicio Siguin P, Q dos punts ja construits. Aleshores, apllcant I'opera-
ci6 O, del plegament parabolic, podem construir el plec [ PQ

Demostracid (figura 26). Siguin P i Q dos punts parabolics. Existeixen dues
parelles de rectes paraboliques [ EB Lol Eg'_lque determinen, respectivament,
PiQ.

Per tant, una de les que passen per P en talla una de les que passen per Q.
Suposem que son i [g] Considerem el plec p que deixa el punt P en [ el
punt Q en [l Es el plec que passa per P i Q. —1

Ara veurem que, amb aquest tipus de plegaments, podem realitzar plega-
ments plans.

9.5 Proposicio Siguin P,Q dos punts i [1ina recta ja construits. Aleshores
podem fer el plec pla que passa per P i porta el punt Q damunt de la recta [

Demostracio (figura 27). El plec [cbnté, almenys, dos punts parabolics. Sigui

PHLCIIamb P2 P. Agafem com a recta [Ha recta PP Considerem ara els
plecs p tals que PP [I'H QP [T
Un d’aquests plecs parabolics passa per P i, per definicié, és un plec pla. 1

79 Es possible limitar-se a rectes perpendiculars, pero aleshores cal afegir I'operacié que, donats
dos punts, hi hagi un plec que passi per ells, quelcom que nosaltres podem deduir com s’explicita
a I'apéendix B.

80 Vegeu la proposici6 8.9.
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Figura 26

Per tant, si disposem de I'operacié parabolica O,, disposem també de I'ope-
racio O, plana.

9.6 Teorema Tot punt de V és parabdlic.

Demostracio Es un corollari de tot el que hem fet fins ara, perqué un punt
de V s’obté usant regle i compas, doblant cubs i trisecant angles. Per tant, és
un punt parabolic.81 1

Ara cal veure el reciproc. Tot punt parabolic pertany a V. O, dit en unes altres
paraules, la papirofléxia parabolica no supera la poténcia que proporciona la
resoluci6 de cubiques i quartiques.

[
Q =
P
P=PP
_— p
QP
Figura 27

9.7 Teorema Tot punt parabdlic pertany a V.

Demostracié Suposem que tenim dos plecs parabolics [l [5ino parallels,
i dos punts parabolics P i Q. Volem veure que el plec p que fa que PP [T1il
QP [CI¥'obté, en el pitjor dels casos, resolent una cubica.

81 En definitiva, hem vist que Q CPICEILCVICA [RI
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Per glestions de claredat, distingirem dos casos, encara que aixo no és
indispensable.

Cas 1. Suposem que P [CITIQ [IHI(Figura 28), els Gnics plecs parabolics
possibles son:

1. p1 := la perpendicular a [Shue passa per P,
2. pz := la perpendicular a [Cque passa per Q,

3. p3:=larecta PTQ

Esadir,siP:= Xy, yi1[0Q = Xb,yo [ F aX +BY +y, i [B=aX+pY +yF
amb X1, X2,Y1,Y2, a,a5B, BNy, yPIVli ap™- o' £ 0, aleshores p; := B5X —
a¥ + (a'yy — B%1) = 0; p2 = BX —aY + (ayz — Bxz) =0;

P3

P1——"]

Figura 28
Y 1
p3 = Vi 15 (Y1 —Y2)X — (X1 — X2)Y + X1y — Xpy1 = 0.
y2 1

Tots els coeficients que resulten sén, doncs, nombres parabolics i, per tant, en
tallar dues rectes, només obtindrem nombres parabolics. Les coordenades dels
punts sén, doncs, nombres parabolics.
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Cas 2. Suposem que P [I{Figura 29), podem suposar que P := [0]0[1d
I’equaci6 de la recta (85 Y = 2.82 La recta [(Halla la recta Y — 2 = 0. Per tant,
és de la forma

X+rY +s=0.

Sigui Q := [, v [El plec p no és perpendicular a la recta [_atés que el punt
P [IIPer tant, és de la forma

Y =mX+Dhb.

Usem ara I'expressio dels punts simeétrics (vegeu la proposicio 4.3) respecte de
larectamX —Y —b = 0. Volem que PP [LIPer tant, cal que

_2(-1)(mx -y +b)
m2+1

L

2=y =y ,ambx =0,y =0.
Aix0 fa que b = m? + 1. Ara suposem que QP := [P, vP [ Cal que QP [LIFer
tant,

uP+rvP+s=0.

Pero,
2m(mu—v +m2+1
WP = U — ( 8 ),
m<s+1
2(-1)(Mu—v +m?2+1
WP =y — (—1)( _ )_
m<+1
Per tant,

(m? + Du — 2m?u +2mv — 2m° — 2m+
g 2 L)
+r (m+1)v+2mu—2v+2m-+2 +s=0.

Es una cubica en m. Hi ha, doncs, a tot estirar tres plecs que ho compleixen,
pero tots tres son parabolics. 1

9.8 Corollari El cos V és el més petit cos vieta o parabdlic. —1

Ara, tot reproduint els passos que normalment se segueixen en la demos-
tracio del teorema de Wantzel,83 demostrarem el teorema de Wantzel relatiu a
la papiroflexia parabolica.

9.9 Definicié Un cos KHés una extensié parabolica simple de K si, i només si,
K&s el més petit cos que conté una extensié quadratica K; de K i, a més, conté
les coordenades dels punts parabolics produits pel plec p(P, Q; LIDI—un dels

82 Equival a fer translacions i girs; és a dir, sumes, restes, multiplicacions, divisions i extraccions
d’arrels quadrades, i tot aix0 s6n operacions paraboliques que transformen nombres de V en
nombres V.

83 Vegeu el teorema 3.15.
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A
Q:=vl] /p(:=mX—Y—b=O)

.oy

=X +rY +s=0)

Figura 29

plecs parabolics p tals que PP [CTHIQP [I'E-, on P i Q s6n dos Ki-punts, i CIE]
dues K;-rectes, quan talla les rectes de K;.84

Un cos K™s extensi6 parabolica iterada d’un cos K si, i només si, és el terme
final de la cadena d’extensions paraboliques

Ko=K [K§ K] [Kl; [KP [-1- [Kh-; [Kln-1)1 [K}, 1)
on cada subcadena Kj-; [Kj-1y1 [Kjj és la cadena de I'extensié parabo-
lica simple K; de Kj—1, i = 1,...,n, on K(i-1)1 designa I'extensié quadratica
intermedia.

9.10 Rrpposiefo Si KMés una extensio parabolica iterada de Q, aleshores el
grau K2 Q =2M x 3" on m i n poden ser nuls.

Demostracio Es trivial, atés @ye, per a cada;indexj de la caggna (1), en la
%al cogiderem que Ko = Q, K(-—n1:Kj-1 =2i Kj:Kg-11 = 3. Per tant,
Kj:Kj =2Mx3" onm i n poden ser nuls. —1

D’on resulta

9.11 Corollari (teorema de Wantzel parabolic) Si a és un real parabolic
sobre Q, aleshores gro(a) = 2" x 35.8°

Demostracié Tenim que a [K] on K és una extensio parabolica de Q. Per

tant, N . ]
K:Q = K:K(a) x K(@):Q =2Mx3",
Per tant, [K(a) : Q =grg(a) =2" x 3% onr is poden ser nuls. 1

84 Imposem que contingui una extensié quadratica perqué sigui tancat pel gir d’eixos que
permet aplicar el teorema 9.7.
85 Vegeu I'apéndix C.
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Es clar que el reciproc és fals. No tota arrel real d’un polinomi irreductible
el grau del qual sigui de la forma 2" x 3% és un real parabolic. N’hi ha prou de
considerar una séxtica que no sigui resoluble per radicals.®

* * *

Amb aquest resultat s’acaba I'objectiu inicial d’aquest treball que era fer una
presentacio de les possibilitats geomeétriques de les papirofléxies traduides al
llenguatge de I'algebra dels polinomis.

Tanmateix, el collega i amic Ignasi Mundet, que assistia a I’exposicio que
vaig fer a la Trobada Matematica de la Societat Catalana de Matematiques
I'any 2002, em va preguntar si, amb aquesta papirofléxia, hom podia construir
I’heptagon i I'enneagon. En ambdds casos la resposta és afirmativa i senzilla,
pero, com podem veure en les proposicions segients, no és pas de la mateixa
naturalesa atés que el nombre de costats en un cas és primer i en I'altre és
compost.

9.12 Proposicid L’heptagon i I'ennéagon son construibles amb papirofléxia
parabolica.

Demostracid Construccié de I'enneagon. Es evident, atés que I’Gnica cosa que
cal fer és trisecar I'angle del triangle equilater. Pero el triangle equilater i la
triseccio d’un angle ja construit es poden realitzar amb papirofléxia parabolica.

Construccié de I’heptagon. Dibuixar I’heptagon equival a dibuixar les arrels
del polinomi Z7 — 1 = 0. Les no trivials sén les que corresponen al polinomi
ciclotomic % =2%+2725+27%4+27%+72+Z+1 = 0. El canvi de variables
estandard en el cas dels polinomis simetrics X =Z + % transforma el polinomi
ciclotomic en el polinomi X3 + X2 —2X —1 = 0.87

Cal, doncs, resoldre una cubica i aix0 és possible fer-ho amb papirofléxia
parabolica. —1

Aix0 no obstant, la pregunta plantejava una questié molt més general que
calia resoldre i que exposo en I'apéndix segient.

86 Per exemple, la séxtica X® — X2 + 2X = 0. Recordem que, en C, la triseccié de I'angle equival
a I'extracci6 d’arrels cibiques.

87 Aquesta observacié m’ha estat suggerida pel referee, arran de la proposta que jo havia fet, més
complexa, perd amb la qual volia posar de manifest com juguen en tota aquesta transformacié
els cosinus de I'angle 6 a fi de motivar la proposicié A.1.

Es a dir, la meva proposta era: els afixos complexos z de I’heptagon regular sén els que resolen
I’equacié polindmica Z7 —1 = 0. Per convertir-los en nombres reals fem z+z2 = 2¢cos8,z2+z°% =
c0s 28, i z3+2z% = 2cos 36. Per tant, hera-pe resoldrefgquagio 2cos©+2cos2p+2cos30+1 = 0,
que, desenvolupant, déna 2cos® + 2 2cos28 —1 + 2 4cos®6 —3cos® +1 = 0, i operant:
8c0s30 +4c0s?0 —4cos0 —1 = 0. Finalment, x3 +x2—2x —1=0, on x = 2cos6.

O bé, alternativament i de manera més breu: cos 78 = cos(36 549) =64cos’ 0 I—__Z}lz cos®@ +
560530 — 7cos 0, que implica x” —7x® +14x3 —7x —2 = x3+x2—2x—1 “(x —2) = 0.
Vegeu també la proposicio A.1.
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Apendixs

A El teorema de Gauss-Wantzel per a poligons regulars
parabolics

Recordem que el teorema de Gauss-Wantzel relatiu als poligons regulars cons-
truibles amb papiroflexia plana —poligons regulars plans— diu:

Teorema de Gauss-Wantzel Un poligon regular de n costats és construible
amb papirofléxia planasi, i només si, n = 2Mxp;x- - - xpg,onelspj, i=1,...,k,
son primers de Fermat diferents.®8

En aquest apéndix volem generalitzar-lo als poligons regulars construibles
amb papiroflexia parabolica —poligons regulars parabolics— i, per tant, establir
el teorema seguent:

Teorema general de Gauss-Wantzel Un poligon regular de n costats és cons-
truible amb papirofléxia parabolica si, i només si, N = 2™ x3M2 x p; x - - - X py,
onels p;j, i =1,...,K, son primers de Pierpont diferents.8°

Ho farem en dues parts. En la primera establirem el teorema de Wantzel
relatiu als poligons regulars parabolics® i, en la segona, el teorema de Gauss
corresponent.®!

A1 Teorema de Wantzel generalitzat a poligons regulars parabolics

Calen algunes proposicions preévies que establim a continuacio i algunes ques-
tions generals d’algebra relatives a les extensions de cossos, que recordem a
I'apéndix C.

A.1 Proposicio Si g és un enter senar > 1, aleshores els nombres reals

360° 2 % 360° (n—2) x 360° (n—1) %< 360°
tan ,tan ..., tan ,tan ,
a a a a
son les arrels de I'equacié polinomica, amb coeficients enters,
L= - - = 4
Pa(X) =x91— 9§ x93+ 9 x9°—... +(-1): qﬂsx +(-1)z g=0.

88 Recordem que, si un nombre p = 2" +1,r > 0, és primer aleshores necessariament r =
28,5 = 0. Els nombres de la forma 22" +1 s6n els nombres de Fermat i, quan sOn primers, sé6n
els nombres primers de Fermat.

89 Un nombre de laformap =2" x3%5+1,r > 1,s =0, és un nombre de Pierpont i, quan és
primer, és un nombre primer de Pierpont.

D’acord amb el treball d’Andrew M. Gleason de 1988, els nombres primers de Pierpont més
petits que 1.000.000 son: 2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 37, 73, 97, 109, 163, 193, 257, 433, 487, 577, 769,
1.153, 1.297, 1.459, 2.593, 2.917, 3.457, 3.889, 10.369, 12.289, 17.497, 18.433, 39.367, 52.489,
65.537, 139.969, 147.457, 209.953, 331.777, 472.393, 629.857, 746.497, 839.809, 995.329.

90 Ens hem inspirat en [11, 117-125] .
91 Ens hem inspirat en [8, 106-114] .
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Demostracié Tot es basa en les formules trigonométriques de Viete se-
guients:%?

q+1

singg = (1))t 9, cosd 2+l gsin2i~lg =
i=1
q 11 1]
= Icosq‘lesine— 9 cos?3@sin®0+ I cos°@sin®6— - - -

-+ (-1 sinve;

g+1

j o _
cosq8 = (-1)7' 1, cos?A*?@sin?T?e =
-
! - 1
=cos90— ¢ cos"?@sin?6+ ¢ cos"*@sin*6—---
1
(-1 oy cos@sinite.

Ara dividim sin g8 per cos9 8.%% Aleshores fem x = tan 0 i obtenim el resultat
desitjat. 1

A.2 Proposicié Suposem que els poligons regulars de p = 3 i q = 3 costats son
construibles, amb [, q[= 1. Fem n = p %< q.%* Aleshores el poligon regular de n
costats també és construible.

Demostracio Per la identitat d’Etienne Bézout [1730-1783],%° tenim que

1=ap +bq.
Per tant,

1 1

—_— = — = — 4 —

n Pa 9 q
D’on:

360° _ 360° 360° 360"
= —ax +b x
n  pg q q

Atés que els pollgons regulars de p i q costats sén construibles, ho soén els

angles STDOD i 3 . Per tant, també ho és, amb el mateix tipus de giny, I'angle

360°
= L1

n

92 Una manera senzilla de demostrar-les —que no és la que féu servir Viéte— és fer induccié
sobre g.

93 Observem que sing® = 0 per a tots els angles k x 3%—(’0 (k =0,...,9—1) en els quals
cos 0 £ 0. Per tant, en aquests angles, podem dividir sing6 per cosd 6.

94 Queden exclosos els nombres N que sén primers o poténcies de primers.

95 En el cas dels nombres enters ja havia estat enunciada per Claude-Gaspar Bachet de Méziriac
(1581-1638). Bézout la va estendre als polinomis.
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A.3 Proposicid Suposem que n = pxq, amb [, q= 1, i que el poligon regular
de n costats és construible; aleshores els poligons regulars de p i g costats també
han de ser-ho, de construibles.

Demostracio Si % és un angle construible, aleshores els angles p % —3?10 i
q x —3?]0 , també ho son, de construibles, i amb el mateix giny. 1

Ara hem de veure qué passa amb els nombres primers i amb les poténcies
de nombres primers, perque la resta de nombres la podem descompondre en
factors p i g, primers entre si. |, a la vista del corollari 9.11, caldra considerar
els nombres primers de la forma 2" x 3% + 1 que, com hem vist, generalitzen el
cas ben conegut del regle i el compas.

A.4 Proposiciéo Sin=2, n=3, n= 2k on= 3'?'podem dividir la circumfe-
réncia en n parts iguals amb papirofléxia parabolica.

Demostracid Els angles de 180° i 120° s6n, ambdds, construibles amb regle i
compas.

Tots els angles, ja construits, poden ser subdividits en dues parts iguals, amb
regle i compas.

Tots els angles, ja construits, poden ser subdividits en tres parts iguals,
amb papirofléxia parabolica.®® —1

A.5 Definicié Anomenarem nombre primer pla (euclidia, o de Fermat) tot
nombre primer senar de la forma 22 + 1, on k és un enter no negatiu.®’

Anomenarem nombre primer parabodlic (vieta, o de Pierpont) tot nombre
primer senar =1 de la forma 2" x3%+1,onr > 0is = 0 son enters.*®

A.6 Teorema Si p és un nombre primer senar i, amb papirofléxia parabolica,
és possible dividir el cercle en p parts iguals, aleshores p és un nombre primer
parabodlic.

Demostracié Suposem que I'angle 8 = % fos construible amb papirofléxia
parabolica; aleshores també ho fora tan 6. En resulta que

p+1

J 2 [ e R e
Pp(tan®) = (1)) P, tan?=20 = 0.
i=1

Ara bé, pel criteri d’Eisenstein [1823-1852], el polinomi P, (X) és irreductiplp

sobre Q, atés que, quan p és primer, tots els nombres combinatoris E’ ,

j=1,...,p—1, s6n multiples de p. A més, el terme independent £p no és
divisible per p?. En resulta que tan 8 és la solucié d’un polinomi irreductible

96 Si només disposem del regle i el compas, aquesta darrera construccio, en general, no és
possible.

97 Vegeu la nota 88.

98 Vegeu la nota 89.
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de grau p — 1. Pertany, doncs, a I’extensio algébrica generada per tan 0, que,
com podem veure a I'apéndix C, és un espai vectorial de dimensié p — 1.
Ara bé, atés que tan © és un nombre real parabolic, pertany també a una
extensio parabodlica iterada K ~de Q. Tenim, doncs, la cadena
1 1
Q [K tan® L[KI-

En resulta que

L] 1o [ (I
KD = KR K(tan®) K(tan®): Q.
(I 1 1 1
Aleshores, atés que K=1Q =2" x 35 resultaquep—1= K(tan8): Q =
2""x 3" per tant, cal que p sigui un primer parabolic, tal com voliem. —1

A.7 Teorema Si p és un nombre primer senar i h és un enter positiu més
gran que 1, no és possible dividir el cercle en p" parts iguals amb papirofléxia
parabolica.%®

Demostraci6é 1) Si h > 2 i és possible construir el poligon regular de p"
costats, també ho és, de possible, construir el poligon regular de

360" _ o2 x 360"
p2 ph

Per tant, I’Gnica cosa que hem de fer és veure que no podem construir cap
poligon regular de p? costats, si p és un nombre primer senar.

2) A més, solament certs poligons regulars de p? costats s6n construibles
amb papirofléxia parabolica, precisament aquells pels quals p és un nombre
primer parabolic. En efecte, suposem que el poligon regular de p? costats fos
construible; aleshores també ho fora el de p costats: %.00 =p x 360°

pz -

3) Suposem que el poligon regular de p? costats és construible amb papi-
roflexia parabolica. Cal examinar el polinomi Pq(X), amb q = p2, i p primer
senar parabolic.

3.1) Pp2(X) es descompon en Q: per la proposicio A.1 sabem que
Pp2(X) =0 té les p — 1 arrels segiients:

k x p % 360° k < 360°
n——-—=tan——

ta p2

(k=1,...,p—1),

aixi com altres p? — p arrels. Aleshores, per la regla de Ru [ni J1765-1822],
tenim que

Iﬁ E] la demostracio, Karaniko Ccdémet un error, perqué afirma que els nombres combinatoris

F} =1, p2—1,sén maltigles de p? (vegeu, per exemple, [11, 123-124]), que és fals, com

podem constatar amb el cas g = ?:g:; = 84. Pero I'error no té importancia perque, de fet,
1

I'Gnica cosa que cal és que els nombres combinatoris ® | j =1,...,p2 — 1, siguin divisibles

i
per p, i aixo és cert.
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PpeX) = (| (o I —
= Xx—tan2%  x_an 27300 X—tan(p_l)pw <P (X)
per a un polinomi P(X) degraup?—p =p°—-1—(p—1).

Novament per la proposicié A.1 i la regla de Ru [ni, tenim que

1 L1111 1 [ L1

Po(X) = X —tan 360° X —tan 2> 360° X —tan (p—1) > 360°
D’on resulta la identitat de polinomis P2 (X) = Pp(X) % P (X).

Ara ens interessa analitzar el polinomi P (X). Atés que tan 322° no és cap
de'|:|S nombres tan %,(k =1,....,p—1) i Pp2 tan 3220 = 0, resulta que
P tan 322° =0.

Observem que els coeficients de P (X) son enters, perque els de Pp2(X) i
Pp(X) ho son, i el coeficient principal de Pp(X) és igual a 1. A més, el terme
independent és p, divisible per p, perd no per pZ2.

Finalment, tots els coeficients de Pp2(X), llevat del principal, son divisibles
per p. Per tant, P2(X) = XP*~1 _ PA(X), on A(X) és un polinomi amb els
coeficients enters. Analogament P, (X) = XP~1—pB(X), on B(X) és un poinomi
amb els coeficients enters.

Suposem ara que P (X) = XP?=P + C(X). Volem veure que tots els coeficients
de C(X) son divisibles per p. Fem calculs:

2y I oo, |
XPT—pAX) = xP71—pB(X) XP"P+C(X) .
Multipliquem i aillem:
_ L1 2_ (|
XPTICc(X) = p BOX)XP P +B(X)C(X) — A(X) .

Pel criteri d’Eisenstein, P (X) éﬁm polinorlwli] iﬁductible sot{ﬁ Q de grau p%—p.
Arabé p?—p=pp?—1)= 2" x3%+1 x (2" x3%)2—-1 E2Yx3V.D'acord
amb el teorema 9.11 en resulta que tan 322 no és un nombre parabolic. Aixo
322“ era un nombre real parabolic, atés

= 0,100 —1

contradiu la hipotesi segons la qual tan
g

gue, com hem vist, P tan p—;

100 Hi ha un cami més simple per fer-ho, usant les arrels primitives de Z" — 1 = 0. Sabem

que soén arrels del polinomi irreductible ®,(X) = 0 el grau del qual és ¢p(n). Suposem que
— or s ny Nk

N=2"%x3%xp,;" x-...xp, *“ Aleshores

d(n) =27 x 3 Lxpl T x (p1 — 1) > pK T x (P — 1),
Perqué sigui un nombre parabolic cal que p?i_l =1,i=1,..., k—1.Esadirrnj=1,i=1,..., K.

Nosaltres, no obstant aixd, hem adoptat el métode exposat per N. D. Karaniko [Cpgrque és més
escolar i, per tant, entenedor fins i tot per a estudiants de batxillerat.
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D’aquests resultats deduim, com a simple corollari, el teorema general de
Wantzel:

A.8 Corollari (teorema general de Wantzel) Si un poligon regular de n
costats és construible amb papirofléexia parabodlica, aleshores n = 2™ x 3M2 x
p1 X ---Xpk onelspj, 1 =1,...,k, sén primers parabolics diferents. 1

A.9 Corollari (teorema de Wantzel) Si un poligon regular de n costats és
construible amb papiroflexia plana, aleshores N =2™M1 x p; x - - - x py, on els
pi. 1 =1,...,k, sén primers plans diferents. 1

A.2 Teorema de Gauss generalitzat a poligons regulars parabolics

Ara, seguint les petjades de Gauss, volem veure que, si p és un nombre pri-
mer parabolic, aleshores el poligon regular de p costats és construible amb
papirofléxia parabolica.

Per aconseguir-ho, observem en primer lloc que els vertexs del poligon
regular de p costats son els afixos complexos de les solucions de I'equaci6
polindmica

ZP—-1=0.

: _ 360° | : i 360° : , , i 2
Si fem z; = cos =5~ +isin ==, les p — 1 arrels, diferents d’1, de I'equaci6
anterior son:

—1] 1 —1] 1
360° 360°
zk=z'1‘cos TXk +isin —xk , k=1,2,...,p—2,p— 1
1. 1
Aleshores, si fel&z_k zlff’_k = cos % x (p—Kk) , en resulta que Zx =

Zk +Z—k = 2C0S % x k [Rli, per tant, les Zx sén arrels reals d’'un polinomi

el grau del qual convé que sigui 2.

Aquestes observacions, juntament amb el corollari C.17, suggereixen a
Gauss, en el cas en qué p és un nombre primer de Fermat, reordenar les arrels
Zk segons una altra llei d’indexs.

Per aconseguir-ho, Gauss recorre a una arrel primitiva & de la unitat.1°* Les

poténcies successives EX, k = 1,...,p — 1, li proporcionen tots els indexs, perd
en un ordre adequat per als seus objectius. Es a dir, obté el conjunt
1 1
S= Zs1,Zg2,...,Z_p1,Z pi,,,...,Zgp-1 =
£z &7 (- -
= Zzl,ZEZ, ce ,ZEpTﬁ;Z_El,Z_EZ, ey Z_EpTﬂ ,

que és del tipus de conjunts que analitzarem al corollari C.17.
Nosaltres volem multiplicar i elevar a una potencia les arrels zg«. Aixo
fa que I'Ginica cosa que ens interessi sigui el comportament dels exponents, atés

101 Vegeu la definici6 C.15.
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que al producte li corresponen sumes d’exponents, i a la poténcia, productes.
Per aquesta rao ens referirem a zg« com a [EX] 0, més breument, en lloc de zp,

escriurem [h], on h és de la forma &X. Aleshores Zh, " Zh, = Zgky " Zgky = Zgkyqzke

sera [hy + h2], i zﬁ = Zgm = z%‘nljk I'indicarem [h - K].
Per tal de fer més entenedors els raonaments d’aquesta seccio, farem alguns

exemples en els quals p sera un primer parabolic.

Exemple 1 Suposem que p = 7. Aleshores una arrel primitiva de la unitat
modul 7 és 3. Tenim que

31=3, 3%2=2, 3°=6, 3*=4=-3, 3°=5=-2, 35=1=-6 (mod 7).

1 1
Per tant, S = z3,25,7Z6;24,7Z5,21
1 1 1
= [31.[2].[6):[4],[5].[1] .
Considerem ara els conjunts Si, Sy, S3, que s’obtenen de S agafant els seus
elements alternativament, un de cada tres, respectant I'ordre:

= 23,22,26,2-3,Z-2,Z—p

1 [ ] 1 1 1
Ara, dins d’aquests conjunts, n’agafem un de cada dos:
I O I I 1. [ I I I O I I
S11= [3] ,S12= [4]; Sa1= [2] ,S22= [5]; Sa1 = [6] ,Ss2= [1] .
Aleshores considerem les respectives sumes i productes dels elements:
N1 =2z3+2z4=[3]+[4], Nn2=2>+2z5=[2]+[5], N3 =2ze+2z1=[6]+[1]

Atés que els productes z3 - z4 = [3] - [4], etc., s6n tots iguals a [0] = 1, perqué
son inversos, si podem determinar n;, i = 1,2, 3, en coneixerem les sumes i els
productes i seran arrels de polinomis de segon grau. Tot rau, doncs, a veure
si podem determinar els n;, i = 1,2,3 com a arrels d’equacions polinomiques
cubiques. Cal veure, doncs, quins s6n

Ni+N2+N3 Ni-N2+N2-N3+N3-N1; N1-N2-Ns.
Calculem, doncs:

Ni+N2+N3=23+2,+2+24+25+2;
= [3]1+ [2] + [6] + [4] + [5] + [1] = —1;'?
1 1 1 1 1 -

7S I ' R 1 I 7 R )
M= felepy 2T Eleps] MT [glepg

102 Es consequéncia del fet que 6i=0 z; =0. - -
[11+[6] és [1] + [6] + [3] + [4].

[31+[4]

103 La clau és una forma breu de designar la suma. Aixi,
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Per tant,

] [ [ I R ]
N1-N2+N2-N3+N3:-N1= N2+N3 + N3+N1 + N3+N1 =2 Ny+nN2+ns = -2

Calculem ara:

I:I]““[3]I:I
1 2 3 %]_‘_[0]% 1 2 3 .
1+1[5]

Les arrels de I’equacié polindmica ctubica H3 + H2 —2H — 1 = 0s6n Ny, Ng, i
N3, mentre que zs, z4; Z2, Zs; Zs, 21 ho sOn, respectivament, de les equacions
polindmiques quadratiques Z2—nZ+1=0, Z?2—n,Z+1=0, Z?—n3Z+1=0.

En definitiva, doncs, els afixos z1, z», 23, 24, Z5 | Zg SON nombres complexos
parabolics.104

Exemple 2 Suposem que p = 13. Aleshores una arrel primitiva de la unitat
modul 13 és 2. Per tant,

L] [
[2], [4]. [8]. [3]. [6]. [12]; [11], [9]. [5], [10]. [7]. [1] .

S =
L] 1] ([ 1 L] ([
S1 = [2],[3];[11],[10] ; S11 = [2];[11] , S12 = [3];[10] .
L1 1] L1 1 ([ 1]
Sz = [4].[61:[9].[7] ; S21= [4]:[9] . S22 = [6];[7] .
([ [ (| 1 L] (I
Sz = [8].[12];[5].111 ; Sa1 = [8]:[3] . Sz2 = [12];[1] .

%1 =[2] +[3] +[11] +[10]; nu1 =[2]+[11], ni2 =[3] +[10].
D’on %z =[Al+[6]1+[9]1 +[7]; N21 = [4]1+[9], n22=[6]+[7]
3=[8]1+[12]+[5]1+[1]; na1=[8]1+[5], ns2=[12]+[1].
Aleshores

ni+nz+nz3=-1, —
%6] + [9] + [71 + [4] %
_ 8] +[12] + [5] + [1] ——
%9]+ [71+[4] +[% -
Pertant, N1 -nN2+nN2-N3+nNz3-N1=4ni+n2+ns =4

104 Per les caracteristiques ja indicades dels conjunts S, S1, Sz i Sz, és clgrque Nz = (N1
N2)-3,N3-N1=(N1-N2)-3% Pertant, N1 -N2+nN2-N3+nNg-N1 = Ni-Nz L+3+3?
formen una classe completa de compigmentaris. D'altra hapda, N1 - N2 -N3 =nN1+nN1-3+n1 - 32,
A2 N3 N1 =N2+N2§+N2-32= Ni+N1-3+N1-32 -3,N3-N1-N2=n3+n3-3+n;-3*=

Ni+nN1-3+nN1-32 -32in1-n2-N3=n2-N3-N1=n3-N1N2. Per tant, és invariant enfront
de l'arrel primitiva. Es a dir, és una classe completa o la suma de classes completes. Consulteu el
corollari C.17 i la definicié C.18.



142

Ni-N2-N3=

Josep Pla i Carrera

{11+ [8] +[12] + [5]
4]+ [6]+ [9]+ [7]
2]+ [3] + [11] + [10]
5]+ [1]+ [8]+ [12]

3] + [11] + [10] + [2]
9]+ [7]1+ [4]+ [6]
0]+ [0] + [O] + [O]
9]+ [7]1+ [4]+ [6]

6] + [9] +
5] + [1] +
01+ [2]+

1] +[10] +

[7]1+ [4]
(8] + [12]
[3] + [11]
(21 + [3]

4] + [6]1+ [9]+ [7]
2] + [3] + [11] + [10]
2]+ [51+ [1]1+ [8]
[1] + [8] + [12] + [5]

st LI LT

il

Per tant, N1, N2, Nz s6n les arrels de la cubica H3 + HZ +4H + 1 = 0.
Aleshores ni1 +nNi2 = Ni iNj1-Ni2 = Nj,onj =i+2 (mod 4). Per tant, cada
Nik, K =1,2,3, és l'arrel de U2 —njU +nj =0, amb i = 1,2, 3. Pero els Nk sén

els nombres complexos z;,s =1, 2,..., Z12.

Exemple 3 Suposem que p = 19. Aleshores una arrel primitiva de la unitat
modul 19 és 2. Per tant,

L]
S = [2],[4]. [8].[16], [13], [7]. [14], [9]. [18]; -
[17].[15], [11]. [3], [6], [12], [S], [10]. [1] ,

L]

S1= [2],[16],[14];[17].[3].[5]
L1

S2 = [4].[13].[9]:[15], [6].[10] ;

L]
Sz = [8].[7].[18];[11].[12],[1] ;

D’on:

L] [ L1
B = {121, [17]

%12 = 161, [31
13 = [14].[5] .
1 1 1
ES21 = (141, [15]
%22 = 31,161
23 = [9],[10] .
1] ]
F2s1 = (181, [11]
%32 = o1 [12]
33 = [18].[1] .

1
Ed =21 +[17],

N1 = [2] + [16] + [14] + [17] + [3] + [5] ; %12 = [16] + [3],

15 = [14] + [5].
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1
Ed21 = [4] + [15],
n2 = [4] + [13] + [9] + [15] + [6] + [10] ; %22 = [13] + [6],
23 = [9] + [10].

1
Eds1 = [8] + [11],
ns = [8] + [7] + [18] + [11] + [12] + [1] ; %32 =[7]1+[12],
33 = [18] + [1].

Aleshores
N+MN2+Nz3=-1 M-N2+N2-N3+N3-N1=-6, N1-N2-N3=-8

son les solucions de I'equacié cubica H® + H2 — 6H + 8 = 0. Ara fem
Nii = 6i,N2i = &, N3i = 0j,1 =1,2,3. Tenim que

01 +02+03=n1; 61-02+62-03+63-061=n3+nN1; O1-02-03=n>.
1 L1
So6n, doncs, les solucions de la ctbica T3 — N1 T2+ n3+n1 T —n2 =0.

Els altres dos casos s6n analegs i s’obtenen per simple permutacio.

Per fi, les tres parelles de nombres complexos conjugats z;, z17; Z16, Z3;
Z14, Zs5 SON, respectivament, les arrels de les equacions quadratiques Z2 —6;Z +
1=0,i=1,2,3.

Per tant, les arrels complexes z1,...,z1g sO6n paraboliques, que és el que
voliem.

Ara, un cop hem vist que els exemples funcionen i com funcionen, podem fer la

demostracio del cas general, que es basa en el que hem vist en aquests casos.
Suposem que p = 2" x 3% + 1 és un nombre primer de Pierpont i que Z és

una arrel primitiva de la unitat modul p. Aleshores el conjunt

(- 1] =R

ko h§™® ko hf

== I i o R e o A e O e [ s
S= ko, ko-ho,ko-ho, ko-ho,...,ko-ho

on ko = ¢, hg = , és el O-conjunt. Els subconjunts

== i RN e [ s (Y o £
Sl= klykl'hl ey kl'hl y
(- O O _51
So= Ki-hyi, ki-h? .. K -h"° "
Ss= K -h? Ry -he L Ry Rf2
3 = 1M, 107 -y 1 -1 ’

onk; =kg,hi=hgi f = +p—_1, son els tres 1-subconjunts ternarisde S. I, e
t—re e o 7 T e D B ! i

general, siSi,...i,,j= K, k-h, k-h? k-h®,..., k-hf3 k-hf2 |

amb iy [{1,2,3}, és un m-conjunt ternari i el cardinal £ — 1 és divisible per
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315 o0nh=3"if =Ffns1 =1+ considerem els tres (m + 1)-conjunts

ternaris 3m ,
T =S, il = IﬁiD:k' he . Y. hf“‘liﬂ,?l
T =S 2 = Iﬁi hl,j:k'- h4|:.'.., IE hf_3@= Siy-im_1j1 [HI
T =S, s = Iﬁi hZI,:IE- hs'! . Y hf_z@:

= Si;-im_1j2 O Sip it Che.

Aqui hem emprat la notacié S [T per a denotar el conjunt que s’obté de S
multiplicant cada index per t.
Aleshores considerem I'(m + 1)-periode:1%6

—1 [ f— - 1
r]rlj-_ rlil---im_ljr = [t] = k - hr_l , K - hr+2 o Kk - hr+(f_5) ’

[t] CSH- iy _gir

ambr =1,2,3.

En resulta facilment que n{+ns+ni=n"=M"i,...i.._.j, que és un m-periode.

El problema rau a veure que NN, + Ny -nNs =+ ns=niini=ni=ni-<on
combinacions lineals amb coeficients enters de m-periodes més o menys un
enter, on el O-periode val —1, perqué és la suma de totes les arrels complexes,
no trivials, de ZP —1 =0.

Es clar que, si multipliquem el primer element de Tm+1 per tots els de Tm+1,
els colloquem en columna i els sumem, després el segon element de Tm+1 per
tots els de Tm+l els colloquem en columna, el primer a baix de tot i després
els altres des de dalt i els sumem, i aixi successivament comencant cada cop a
collocar-los en una posicio un lloc més elevat, obtindrem el conjunt nﬁﬁue
és igual al conjunt

[ [
k+k h + k-h3®+k-h* +---+k hf_4+k hf3 +
I 1 [
k+k h + KkK-h3+k-h" +--- + k hf4+k-h _|_
0 .1 [ [l
k+k h” + k-h3+k-h +... + k-hf‘4+k-h4 +

mlw | ! ' |
% k+k hf-6 +k h®+k-hf23 +... + k-hf#+k-hf2 +
hf

I [ 1
“4+k-hf3 + k hf4+k-h +---+ k-hf%+k-hf6"

Els elements d’una fila s’obtenen multiplicant I'anterior per h3; cada fila és,
doncs, la suma d’un conjunt ternari d’ordre (m + 1), pero no necessariament
els que s’han multiplicat.

105 Quan el cardinal sigui parell, no divisible per tres, tot funciona igual, amb complementaris
binaris, com podem veure a [8, 106-114]. Aixi arribem a conjunts amb dos elements que sén
conjugats i permeten tancar tot el procés.

106 En virtut del corollari C.17, els periodes s6n nombres reals.
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Ara bé, I:'jm+1 m+1 -I T:;n+1 — Tm+1 — hm+1 _Aixo fa que

na=ni= n;=n I hl r]3 @ %] [hl=f='n;Lhf. Per tant,
1 q :I q 2 SN . -

N =Ny +tnNy-nNs r]3 r]1 = [+ h+ h“ . Aixo significa que cada

fila d’'un producte (m + 1)-ari va amb els seus dos complementaris ternaris. Per
tant, les sumes n{, M, "i-dels tres conjunts conjugats ternaris d’ordre (m + 1),
T, T+ T+ hi sén totes tres el mateix nombre a de vegades. Aixo fa
que la suma n de tots tres —que correspon a la suma dels termes d’un conjunt
ternari d’ordre m, S;, ...i.._,j— hi sigui a vegades, com voliem veure. 107

Draltra banda, si analitzem el comportament de n; r]2 ancrlvmt com
abans, les columnes, observem que cada fila s’obtené de I'anterior multiplicant-
la per h3, i la primera de la darrera atés que Z és una arrel primitiva de la
unitat modul p. Aleshores, observant que

nl Nz -Ns Lhl=n; -ng-ng;" nl-n':' li:r‘m N ~Ny =Nz,

en resulta que n{ NS ~"Ni€5 invariant per h i h2. Aixo significa, com abans, 108
que cada conjunt ternari de (m + 1) va acompanyat dels seus dos complemen-
taris; per tant, si un conjunt ternari d’ordre (m + 1) hi és b vegades, el conjunt
d’ordre m que I’ha generat també, tal com destjavem.

Aix0 acaba la demostraci6 en el cas dels conjunts que s6n de cardinal
divisible per tres; per als conjunts que s6n de cardinal parell-parell —en el
sentit euclidia de la paraula—'°° tot va igual.*° 1

Com a corollari en resulta

107 Hom pot demostrar, seguint les petjades de [8, 111-112], que cap dels conjunts m —obtinguts
per subdivisié en tres d’'un d’ordre (m — 1)—@Hﬂ'respﬂﬁ Iﬁsolucm@lal Zp = 1
Suposem que el (m —1)-conjuntés S™= 'k, k-h2 ..., k-hf2 onf=
-1
tant, hf~1 = g3™" 3™ 1 — zp—1 = 1(mod p), i tornem a comencar amb el mateix conjunt.
Aleshores els conjunts ternaris conjugats sén:

s;= kK-h® .., k-hf4
@ N I R e R s

s;2 k-h? k-h* ..., k-h ,
=) I s i Y o I o =R

Si=2 k-h?,k-h® ..., k-hf2

Cada fila del producte n;—hI-ahterior s’obté de I'anterior multiplicant-la per h3. Per veure que
cap exponent no és congruent amb zero, modul p, n’hi ha prou de fer-ho per als de la primera
columna, que so6n de la forma k + k-31* onj=1,21< Bi+j=<f-3 o

Aixi, doncs, si k + k - h3*1 = 0(mod p), tindriem que h3*J = —1(mod p). Per tant, h8+2i =
1(mod p). Es a dir, 1 = Z3™ " 6i+2) (mod p). D'on: (p — 1) | 3™~1(6i + 2j). Ara bé,

p_
3m—

3<6i+2J<6i+t=3F-8<3F-3=

=3,4.

Aleshores 3M1(6i + 2j) = 3(p — 1) — 3™ 1 < 3(p —1). D'on: A(p — 1) = (3™ 1)(6i +2)
3M~1 %2 x (3i+1)=2" x3%5, A=1,2. Impossible, atés que m <s.

108 Ara, pero, hi pot haver productes que donin zg, com veiem en els exemples.

109 Es a dir, poténcies de 2.

110 Vegeu [8, 106-112].
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A.10 Corollari (teorema general de Gauss) Un poligon regular de p cos-
tats, on p és un nombre primer de Pierpont, és construible amb papirofléxia
parabdlica. 1

Aquest resultat implica el teorema de Gauss.

A.11 Corollari (teorema de Gauss) Un poligon regular de p costats, on p és
un nombre primer de Fermat, és construible amb papirofiéxia parabdlica. —1

En sintesi, doncs, hem vist que els poligons regulars de < 100 costats es
poden classificar de la manera seglent:

Poligons construibles amb papirofléxia pitagorica. Els poligons de n costats,
amb n =3,4,6,8,12,16,24,32,48,64, 96.

Poligons construibles amb papirofiéxia plana (a Grecia). Els poligons de n
costats, amb n =5, 10, 15, 20, 30, 40, 60, 80.

Poligons construibles amb papirofiéxia plana (segons Gauss). Els poligons
de n costats, amb n =17, 34,51, 68, 85.

Poligons construibles amb papirofléxia parabolica. Els poligons de n costats,
ambn=7,9,13,14,18,19,21, 26,27, 28, 35, 36,37, 38,39,42,45,52,54,
56,57,63,65,70,72,73,74,76,78,81, 84,90, 91, 95, 97.

Aix0 respon, a bastament, la pregunta de I’'amic Ignasi Mundet i justifica
aquest apéndix.

B Equivaléencia de dues papirofléxies paraboliques

Ara veurem que hi ha equivaléncia entre la nostra papirofléxia parabolica
i la papirofléxia parabolica en la qual I'operacié O, s’aplica a rectes [l [
perpendiculars, si se li afegeixen els plecs lineals; és a dir, els que proporciona
I'operaci6 O,.111

Volem establir que, en I'una i en I'altra, tenim els mateixos plecs de tipus
O5. Per veure-ho considerarem les representacions a) i b) de la figura 30.

En a) disposem de la papirofléxia parabolica definida a la pagina 122. Ales-
hores, donades dues rectes concurrents Cil[5li dos punts P i Q, el plec p que

garanteix I'operacié O, admet la recta perpendicular PPP —atés que, com hem
vist a la proposici6 9.5, disposem de la papirofléxia plana—, la qual determina
el punt parabolic PP. Tirem la perpendicular [ la recta [Cque passa per PP
i resulta que el plec p correspon a les dues rectes perpendiculars Ci1Ci als
punts P i Q.

Suposem ara, com en b), que I'operacié O, s’aplica a les rectes perpendi-
culars CE5Ti als punts P i Q. S’obté el plec p. Aleshores, si també disposem
dels plecs lineals, disposem del regle i, per tant, podem fer la perpendicular a
[Chue passa per P. Aquesta recta determina amb =@l punt PP. La recta [ &

111 Es la papirofléxia parabolica que defineix Martin a [12, 151].
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bp pp

1 1
Q vV Q Q-
a) b)

Figura 30

banda del peu Qe [Sobre [ #é un altre punt V —que podem agafar igual
a Q o no, sempre que sigui un punt ja construit. Ara, amb el regle, els unim
i obtenim la recta [(Hgue talla Cperd sense ser-li perpendicular. Per tant, el
plec p correspon a les rectes [l no ortogonals, i als punts P i Q, tal com
voliem. 1

Com a exemple d’aquesta equivaléncia donem una triseccié de I'angle,
alternativa a la del teorema 9.2. Suposem que C, O i B sén tres punts donats
que formen un angle agut [BOC (figura 31). Sigui M el punt mitja del segment

OC. Sigui [1& perpendicular des de M a la recta 6?3 i [Aa recta perpendicular
a [que passa per M.

Considerem una recta p tal que C= CP [CI[JD™= OP [IfLa recta OO
talla [C@n el punt U. Aleshores, els triangles CLCMC™i COMU soén iguals, i
MC = MO. Per tant, CtM = MU. Pero els triangles [CMO™= [UMOs6n
iguals. Per tant, [CPHWM = (MDO = OWVBCT Ara bé, [CHS = COOT
atés que p és un eix de simetria i, per tant, LO™= LO, on L és el punt en qué p
talla el costat OC de I'angle donat. D’'on [MDO™= 2 [ODB.

El teorema val també per a angles obtusos, atés que I'angle recte és triseca-
ble. 1

C Resultats algébrics i aritmetics

D’entrada recordarem, de manera breu i sintética, alguns resultats generals
d’algebra relatius a les extensions de cossos, ben coneguts.11?

En aquest apartat el cos base sera el cos Q i establirem les definicions i els
resultats ben coneguts seguents:

112 El lector interessat a aprofundir-los pot consultar [8] o bé [18].
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p
ctecP <
T
M Vv Ot= P

Figura 31

C.1 Definicidé Un nombre real a és algébric sobre Q si, i només si, és el zero
d’un polinomi P(X) = ap + a; X +... + anX" de Q[X]; és a dir, si, i només si,
existeixen nombres racionals ag, a1, a2, ..., an-1,an [Qiamban,80in=1,
tal que
2 n—1 n _—
ag+a;a+aa“+ - - - +ap—1a +anpa’ =0.

Altrament, diem que a és transcendent.

C.2 Teorema Si a [CRI(o a [C) és un nombre algebric sobre Q, existeix un
polinomi monic irreductible My (X) CQI[X] tal que Mg () = 0.

A més, si F(X) [CQ[X] és un polinomi que compleix F(a) = 0, aleshores
F(X) és un multiple de Mg (X). |, reciprocament, per a tot multiple F(X) de
Ma(X), F(a) = 0.

Demostracid Atés que a és un nombre algebric sobre Q, existeix un polinomi
P(X) CQ[X], de grau n = 1, amb an & 0O, tal que P(a) = 0. Agafem-ne un de
grau minim i dividim-lo per an. Obtenim el polinomi monic minimal Mg (X) tal
que Mqg(a) = 0.

Obviament és irreductible perque, si no ho fos, hi hauria un altre polino-
mi-monig-ge grau més petjtN (Xp-pueepmplifig Ma(X) = N(X)Q(X), amb
gr Q(X) =11, pertant, gr N(X) =gr Mg(X) .

Si F(X) CQ[X] és un polinomi que compleix F(a) = 0, aleshores conside-
rem la divisio6:

1 [ [ [
F(X) = Ma(X)Q(X) + R(X), amb gr R(X) <gr Mug(X) .

Aleshores R(a) = 0. Impossible.
La darrera afirmacio és trivial. 1

C.3 Definicid Sigui a un nombre algébric sobre Q. El polinomi monic irre-
ductible My(X) del teorema anterior 'anomenarem el polinomi relatiu a a o
polinomi minimal de a.

C.4 Definicid El grau d’'un nombre algébric qﬁobre %IgrQ(a), és el grau del
polinomi Mq relatiu a a. Es a dir, gro(a) =gr Ma(X) .
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Amb aquestes definicions podem enunciar el corollari seguent del teore-
ma C.2:

C.5 Corolllari Siaésunnombre algebricde graunii J;- :_0; aj aod =0, aleshores
aj =0,j =0,1,...,n. Dit altrament, els nombres 1, a, a?,...,a"2,a""1 s6n
linealment independents sobre Q. —1

C.6 Teorema Si a és un nombre algéebric sobre Q, aleshores
1 [
K(a) = F(a): F(X) [QIX]
és un cos.

Demostracié Esclarque0=0-a% 1=1-a°.

La suma S(X), la diferéncia D(X) i el producte P (X) de dos polinomis de
F1(X),F2(X) CQ[X] son, respectivament, polinomis de Q[X].

Sigui, doncs, F(X) [CQI[X] tal que F(a) & 0. Hem de veure que F(a) K(a).

Ates que F(a) & 0, d’acord amb el teorema C.2, F(X) no és multiple de
Mo (X), on Mq(X) és el polinomi relatiu a a. Per tant, per la identitat de Bézout,
aplicada a polinomis,

1=F(X) - -UX)+Mg(X) - VX).
Substituim X per a. Obtenim
1=F(a)-U(@)+Myg(a) -V(a) =F(a) - U(a).

D’on = U (). EX|ste|x doncs, un polinomi U(X) CQ[X] tal que F(a)

[(K(a). —1

F (0()

U(a) i, per tant, F(O()

C.7 Proposicio El cos K(a) del teorema anterior és el cos generat per o sobre
Q; és a dir, és el més petit subcos de R (o de C) que conté a i Q.

Demostracié D’una banda, tot subcos K de R (o de C), que conté a i Q, conté
K (), perqué conté totes les expressions de la forma ag + aja+ - - - +apa".
Draltra banda, el cos K(a) conté a i Q. —1

C.8 Definicié Un cos algébric és un cos K(a) generat per un nombre algé-
bric a.

C.9 Definicid Sigui K(a) el cos algébric generat per a. El grau de K(a) és
gro(a).

C.10 Proposicid Sigui a un nombre algebric sobre Q de grau n. Aleshores el
conjunt 1

B= 1,0,0?,...,a"?

an—l

és una base de K (o) com a espai vectorial sobre Q.
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Demostracio Si F(a) [CKI(a) i Mg(X) és el polinomi relatiu a a, aleshores
N Y O I W —
F(X) = Ma(X)Q(X) + R(X), amb gr R(X) <gr Mg(X) .

Aleshores,
F(a) = Mg(a)Q(a) + R(a), amb My (a) =0.

PR S R B R —
Don F(a) =R(a) igr R(X) <gr Mg(X) =n. 1

1
C.11 Teorema SiB = 1-q,0%...,a" 2, a""'} és una base sobre Q —és a dir,
n nombres de R o de C linealment independents—, aleshores I’espai vectorial
sobre Q, generat per B, és K(a).

Demostracid L’expressio

a"=ag+ajo+---+an_jo"t

proporciona un polinomi monic amb coeficients en Q i no hi ha cap més
polinomi F(X) [CQ[X], de grau més petit, que faci F(a) = O, atés que, d’a-
cord amb el corollari C.5, els nombres 1,a,a?,...,a" 2, a1 sén linealment
independents. 1

C.12 Lema Si E és un cos que alhora és un espai vectorial sobre un cos K de
dimensi6 finita m i K és un espai vectorial sobre un cos k de dimensi6 finita n,
aleshores E és un espai vectorial sobre k de dimensié finita m x n.

Demostracio Es un exercici d’algebra lineal. —1

Acabem amb un lema que hem usat reiteradament en el text:

C.13 Lema Suposem que a és un nombre algebric construible, K(a) és el cos
algebric engendrat per a i K és una extensié parabolica iterada de Q que conté
a. Aleshores existeix un subconjunt finit B = {vi,...,vn} tal que

i) B={v1,...,Vvn}son linealment independents sobre K(a), i

ii) cada element de K es pot expressar com una combinacié lineal d’elements
de B amb coeficients en K(a).

Demostracié Distingim dues possibilitats: 1) Si la base de K sobre Q és
formada per elements que son linealment independents sobre K (a),11® hem
acabat. 2) Si no ho sén, considerem {v,} [B. Es clar que a - v; = 0, amb
a [K(a), implica, multiplicant per I'invers Vil de I'element no nul v1, a =

i=o Ajod =0, amb Aj [CKI(a). Aleshores A\j =0, peratotj =0,...,n—1.
Per tant, a = 0.

113 La base existeix perque cada extensio parabolica és generada per un polinomi irreductible de
grau < 4.



L'algebra de la papirofléxia 151

Sigui ara m = 1 el maxim nombre d’elements de B que son linealment

independents sobre K (). Sigui, doncs, B2 {v1,... .vm} un conjunt maxim
d’elements de B linealment independents sobre K(a).
Volem veure que tot element e [Klés una combinacio lineal de v1,...,vm

sobre K(a). Per aconseguir-ho, agafem un element e [CH, tal que e CB™-
Aleshores els elements de B [{d} son linealment dependents sobre K (a). Es

a dir, existeixen a1, ...,am,a [CK(a), no tots nuls, que
| LI |
ajvj+ae=0, ambe 8 0.
i=1
D’ It = _btlay,
on resulta que e = i=1a Vi

Finalment, atés que tot element e [Klés una combinacié lineal sobre Q de
{V1,.-.,Vm.,€1,...,€r}, resulta que

T 1 | | T 1 | | | P l

e = )\j Vj + Hk€k = )\j Vj + Mk —Vj.
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

Aix0 acaba la demostracio.

—1
. CJ OO [ | (|
C.14 Corollari Enresultaque K: Q = K: K(a) x K(a): Q. L1

* * *

Ara establim un teorema de Gauss que hem necessitat a A.2. Abans, pero, una
definicio:

C.15 Definicié Una arrel primitiva & de la unitat modul p és un nombre 1 <
& < p — 1 que compleix EP~1 = 1(mod p) mentre que, per a tot 0 < k <
p—1, & 121 (mod p).

C.16 Teorema Si p és un nombre primer, existeix una arrel p-ésima primitiva
& de la unitat modul p.114

Demostracié Fem la segona de les demostracions originals de Carl Friedrich
Gauss (1777-1855).115 Suposem que p—1=q7"qg5 2 - - - Q. , 0N d1, . .., gk S6N
nombres primers diferents.

El polinomi X", amb r; = pq—_ll, té el grau < p — 1. Per tant, pel teore-
ma de Joseph-Louis Lagrange (1736-1813),116 I'equacié polindmica diofantica
X" = 1 (mod p) té, com a maxim, r1 arrels del conjunt dels residus princi-
pals{1,2,...,p—2, p—1}. Aix0 garanteix I'existenciad’'un nombren [{1,2,...,

114 Si p no és primer, no podem pas garantir-ne I'existéncia.
115 Com diu Gauss: «és més comprensible que no pas la primera» (vegeu [6, 52-53]).
116 Es facil demostrar-lo per induccio.
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p—2,p—1}talquen™ & 1 (mod p). Considerem ara § =n3, amb s; = Z—n_qll.
1

Es clar que
U =% =Pl =1 (mod p).

D’altra banda,
mp—1

-1
g = r]pQT =n" &1 (mod p).

En resulta que, per a tot nombre 1 <i < mjy,

£ 21 (mod p).

Ara, per a cada qj, agafem el corresponent &;. Esclar que & = &; - - - & satisfa
I’'equacié polindmica diofantica XP~ =1 (mod p).
Siguiaraunt,amb 1 <t < p—1, tal que & = 1 (mod p). Aleshores,
t| (p —1). Per tant, pT_l > 1. Suposem que d;j | pT_l. Aleshores, t | pq—_jl. Per
p—1
tant, £ % =1 (mod p).
D’altra banda,

L
qu=El’---Ej’ &’ EEjJ g1 (mod p).
Aguesta contradiccio acaba la demostracio.t? 1

C.17 Corollari Si p és un nombre primer i & una arrel p-ésima primitiva de
la unitat modul p, aleshores el conjunt

1 b1 pt 1
E! EZ! E?’! LR | E7YET+1Y R | Ep_zl Ep_l
conté un sistema complet de residus no nuls.
-1
A més, és simetric, atés que EPT = —1 (mod p) i, per tant, és de la forma
1

1 p-1 p—1
£82,8%...,62 ,—¢§,-&%--- ,—€z2

En consequiéncia, si p = 2" x 3% + 1 i considerem els conjunts que s’obtenen
agafant-ne alternativament un de cada tres, o un de cada dos, de manera
iterada, obtenim també conjunts simeétrics.

Demostracié Suposem que p =2" x3%+1ifem
1 » =
S= §&,8,...,87 ,—§-8%...,—E2
Aleshores, agafant-ne alternativament un de cada tres, tenim els tres conjunts
conjugats:
1
Si= &4, EF T2 g gt g2 2

m

117 Si fos congruent amb 1, g; 1 | pq—_jl. Impossible.
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(I
Sp= £°,8%... 8 U g2 g% g T
1
Ss= &,8°,...,8% ¥, g% g5, g ¥
Cada un d’aquests conjunts és com el conjunt inicial —i, per tant admet tres

conjugats—, mentre el seu cardinal sigui multiple de tres. Quan aix0 no sigui
aixi, el cardinal sera de la forma 2". Aleshores els conjunts conjugats s’obtenen
agafant-ne un element de cada dos. Si el conjunt en quiestié I'anomenem S =
suposem que p = 2", s’obtenen els dos conjunts:

1

1
S]_I:l_ E! E3v L] Ezr_l_ly _Ea _631 N _Ezr_l_l ’
1
si2 g8t 87 g gt .., g
Aix0 acaba la demostracio. 1

C.18 Definicidé Cada un dels tres subconjunts S;, S, S3 del conjunt S, quan
p = 2" x 3%,s = 1, 'anomenarem un subconjunt ternari de S i direm que
S1, Sz, S3 sOn conjunts ternaris conjugats.

Cada un dels subconjunts Sy, S, del conjunt S, quan p = 2", 'anomenarem
un subconjunt binari de S i direm que S1, S, sén conjunts binaris conjugats.

Observem, per acabar, que cada un d’aquests s’obté de I'anterior multipli-
cant-lo pel primer element del primer dels subconjunts ternaris o binaris. Aixo
aclareix els punts que quedaven una mica inexplicats a A.2 perqué forneixen
els teoremes algébrics i la nomenclatura necessaris per aclarir-los.

D Noms propis

Bombelli, Rafael Bolonya, Italia, gener de 1526 — Roma, (probablement) en 1572.

Descartes, René La Haye (avui Descartes), Touraine, Franca, 31 de marg de 1596 —
Estocolm, Suécia, 11 de febrer de 1650.

Eisenstein, Ferdinand Gotthold Max Berlin, 16 d’abril de 1823 - Berlin, 11 d’octu-

bre de 1852.

Fermat, Pierre de Beaumont de Lomages, 17 d’agost de 1601 — Castres, 12 de gener
de 1665.

Gauss, Carl Friedrich Brunswick, 30 d’abril de 1777 — Goéttingen, 23 de febrer de
1855.

Hipocrates de Quids Quiods, Grécia, [470 aC - Quiods (?), Grecia, [410 aC.

Lagrange, Joseph-Louis Tori, Italia, 25 de gener de 1736 - Paris, 10 d’abril de 1813.

Pierpont, James Matematic austriac, doctorat el 1894 (no s’en coneixen més dades).

Platd Atenes, 427 aC - Atenes, 347 aC.

Ruffini, Paolo Valentano, 22 de setembre de 1765 - Mddena, 10 de maig de 1822.

Viéte, Francois Fontenay-le-Compte, Poitou, Franc¢a, 1540 - Paris, Franca, 13 de
desembre de 1603.

Wantzel, Pierre-Laurent Paris, Franga, 5 de juny de 1814 - Paris, Franga, 21 de maig
de 1848.
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